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#itf l0<|{* ^er Citrt 11 : Besie^unaen 
d.tCieresurorgan. natur o.Dr.Qeinr. 
Simrotb, Drof. an 6er Unioerfitfit 
£ei|>9i9. mit 35 BbWlb. Hx. 182. 

^idterci. (Ee^Onöuftrie III: 
ID&fAerei, Bleicherei, Särberei un6 
i^re Qilfsftoffe oon IDilbelm TRaffot, 
Cebrer an ber preuf). bd^. 5a6f <bule 
f. ieirtUinbuftrie in Hrefelb. mt 
28 Sig. nr. 186. 

^unt. nans Saä^s unb 3o4<tnn 5if<^« 
ort neoft einem Hn^ana : Brant unb 

Butten. HusgetD. u. erlmti oon Prof. 
r. 3uLSa5r. tlr.24. 
0näiifmfvun^. Ce^rgang ber einfachen 
. u. bopp. Buchhaltung oon Rob. Stern, 
Oberlehrer ber 0ff. ßanbelsle^ranft 
u.Do3.b. QanbeIsqo<!^T<i|iiIe3. Ceipsig. 
mit oielen Sonnularen. Itr. 115. 
^ii^^lia oon profeffor Dr. €bmunb 

Qarbo in Bonn. Itr. 174. 
0wcitnhunht, älivift htv, oon Qof« 
rot Dr. <Dtto Piper in ntüncben. mit 
30 abbilb. &r. 119. 

lifdit, oon Dr. mar Hubolp^i« D03. 
0. b. tCeAiL Qo(!^fd)uIe in Darmftabt 
mit 22 Figuren. Ilr. 71. 

— ^ttorsattlrilit« oon Dr. 3of. Klein 
InlDalbliof. nr.87. 

fie^K oudj: metaüoibe. 

— flv0attiril|t, oon Dr. 3of. Klein in 
n)aIbtK>f. Itr.SS. 

oon Dr. Qugo Bauer, Hffiftent am 
(fiem. Caboratorium ber KgL (Eec^n. 
Qod)f(buIe Stuttgart L II: Ali« 
p^otifcqe Derbinbungen. 2 (Eeile. 
fö. löl. 192. 

III: Karbocpflifc^eüerbinbungen. 

Hr. 198. 

IV:Qeterociinifdiet)erbinbungen. 

•Ilttliirdi-Ctiliitiriltt Itttaittfr oon 

Dr. (B. Cunge, profefjor an ber <Eib* 
genöff. polpteii^n. S^ule in 3ürid|. 

mitiöflbbiib. nr.ia>. 

«IK tptr. (Bef Aidjte bis Don Ruo Diaj, 
(orafen oon Bioar. TDcn 3. (B. {}erber. 
Brsg. unb erläutert oon prof. Dr.iE. 
tiaumann in Berlin. Ilr. 3G. 



9ttmpfktf(eU |lit. Kursgefofttes Cebr* 
bu(^ mü Beif|)ielen für bos Selbft- 
ftubium u. b |)rahif<^en (Bebrau^ oon 
5riebri<^ Bart^, ©berlngenieur in 
Hümberg. mit 67 Siguren. Hr. 9. 

9ampfmtijd}lnt, Oie. Kursgefo^tes 
£ebrbu(!^ m. Beifptelen für bos Seibf t* 
ftubium unb ben praft (bebtand^ oon 
5riebrid| Bartt). (Dberingenieur in 
Hümberg. mit 48 Siguren. Itr. 8. 

tPiiMstitgen o« tnittellyoili^etttrilier 
irüintH. 3nausiDa^Im.(EinItg.u. 
IDörterb. ^erausgegeb. 0. Dr. Qerm. 
3an^en in Breslau. Hr. 187. 

^Uttiäitptn, Kubrun u. Dietri^pen. 
mit Einleitung unb tDörterbudi oon 
Dr. <D. C. 3iric3e(, profeffor an ber 
UnioerfUät münfter. Itr. 10. 

jpifftr«ntiairfil|ttitn0 oon Dr. 5rbr. 
3unier, Prof. am Healgijmn. u. a. b. 
Realanft in Ulm. mit 68 SiQ» Itr. 87. 

— Repetitorium u. Hufgabenfammlung 
3.DifferentiaIre(!^nung oon DuSibt, 
junfer, Prof. am Healgomnafium 
unb an ber Realanftalt in Ulm. mit 
42 5iguren. Ilr. 146. 

tE^^itiie^er mit (Brammatü, Über- 
fettung unb (Erläuterungen oon Dr. 
IDu^elm Ranif(!^, (bi)mnafiaI«(Dber« 
leerer in <Dsnabrü(t. Ilr. 171. 

ißifenhütttnkunht oon H. Krauft, 
bipL ßütteningen. I. tCeil: Das Hob« 
eifen. mitl75tg.u.4tlafeln. Hr. 152. 

— ILdeil: Das S(^miebeifen. mu 25 
5iguren unb 5 tCafeln. Hr. 153. 

«UlttHfttfit. t[beoretpt)i)fif III.tTeU: 
€Ieftri3itätu. magnetismus. Don Dr. 
(Buft Jäger, profeffor a. b. Unioerf. 
IDien. mit 33 Hbbilbgn. Hr. 78. 

iBithUcttt^nik, (Einführung in bie 
mobeme (BIe{<!^* unb u)e<^feIftrom« 
te^nif oon 3. öerrmann, Profeffor 
ber (Eleftrote^ni! an ber KgL tfec^n. 
Qod){d)uIe Stuttgart. I : Die pl)pfi« 
falifCQen (brunblagen. mit 47 5ig. 
Hr. 196. 

— II : Die (Bleid^ftromted^nif. mit 74 
5iguren. Hr. 197. 

— III: Die IDedifelftromtedinit mit 
109 5iguren. Hr. 198. 
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Valarllili* »on Dr. R, IttppoIM jr.. 
initgL 6es Kgl. prcuß. ITlctcoroIog. 
3nft 3U Potsöam. mit 14 fttbilS. 
unö 3 tCafeliL Hr. 175. 
mhik 9on Dr. d^omas fl&elU In 
Bremen, ttr. 90. 

^5«Jf5i^- ^cr«I'3n6uftrle III: 
©äf^erei, Bleidjcret. 5ärberel unö 
ibre tjUfsftof f e oon Dr. ID«I|. ntajfot, 

f *i'" f,I* ^l P'«"^- ¥^' 5adif 4ule 
f. tlertilinöuftrie in Krefelö. IRit 
28 5ig. nr. 186. 

|f«rnrirreilttt>erett« fliti», oon Dr. 
CuötDig ReHftab in Berlin, mit 47 
5tguren unö l dafel. Hr. 155. 

^iffalrriltittiatt. tIerHWnöuftrie II: 
©eberei, IDirferei, Pofamenttererei, 
Spitien. unö (BarMnenfabrifation 
unb 5il3fabrifation oon Prof. tlTar 
©Urtier, Direüor ber Konlgl. (EeAn. 
Sentralftelle für trertil.3nbuftrie tu 
Berlin, mit 27 5ig. ttr. 1&3. 

iinamwintnfdtaft v, (5e^. Reg..Rot 
Dr. R. oan ber Borgljt in 5riebenau- 
Berlin. ttr. 148. 

iif^aH,^0hatm. fjans Sac^s u. 3o^. 
5if<^artnebfte.flnb.:Brantu.ejutten. 
flusgemäblt u. erlaut, oon Profeffor 
Dr. 3uL Sal^r. ttr. 24. 

iifdttvti unb |firdf|itil|t o. Dr. Karl 
«dfteln, Prof: an ber 5orftaIobemie 
(Eberstoalbe, Hbteilungsbirigent bei 
ber fjauptftation bts forftlicjen 0er. 
fud^smefens. ttr. 159. 

^avmtlfammiutM, Plitilieittfit., u. 

Rcpetitorium b. mat^ematif, entlj. bie 
mi^tigftcn 5ormeIn unb Ce^rfäfee b. 
aritl)metif, Hlgebra, algebraifAen 
flnalpfls, ebenen ©eometrie, Stereo, 
metrie, ebenen u fpljärifdien (Erioo. 
nometrie, matb. ©eograp^tc, anafpt. 
Geometrie b. (Ebene u. b. Raumes, b. 
Jifferent.. u.3ntegralrec^n. o. ©. (Eb. 
BürfIcn,prof. am KgL Realgpmn. in 
SdjtD.-CBmünb. mitl8 5ig. ttr. 51. 
- yirttrWtaUWi*» oon (5. mabler, 
Profeffor am ©pmnafium in Ulm. 
ttr. 136. 



g^ftwintnfdiafivon Dr. Hb. Sd^map' 
paäi, Profeffor an ber 5orftaf abemi ' 
«berswalbe, flbteilungsbirigent b«*: 
ber Qauptftation bes forftlid^en Vtx 
fudismefens. ttr. 106. 

ivtmbwfivt, 9ittfr. im ^ewtfdftn 
oon Dr. Rubolf Kleinpaul in £eip3ia. 
ttr. 55. 

«Sarbinetif ctbvihation. tTcjtil - 3rw 
bu\txie II: tDeberet. tDtrfcrei, pofa. 
mentiercrci, Spieen, unb ©arbincn* 
fobrtfation unb 5il3fabrifation oon 
Prof. ma^ (Bürticr, Direftor ber 
Königl. lEcrfjnifdjen SentralftcIIc für 
treftil.Jnöuftrie ju Berlin, mit 27 
Figuren, tlr. 185. 

t8«obäfir oon Dr. <C. Rein^er^i, pro- 
feffor on ber tCec^nifdien tjoc^fd^ule 
^onnooer. mitböabbilb. ttr. 102. 

t8«00Vittilri«« %tkv0npmifdtt^ oon 
Dr. Siegm. (BÜntber, Profeffor a. b. . 
dedinif^en tjodjf^ule in münAen. 
mit 52 Hbbilbungen. ttr. 92. ' 

— |tl|ttnrdfe« Don Dr. Siegm. ©üntber, 1 
Profeffor an ber KönigL (EeAnif&en | 
fjod^fd^ule in mündjen. mit 32 
Hbbtlbungen. ttr. 26. 

— {iel)e audi: £anbesfunbe. — £änberi 
ninbe. 

t8«0ltfOie 0. Profeffor Dr. €berb.5raas 
in Stuttgart mit 16 Hbbilb. unb 4 
tlaf ein mit über 50 Figuren, ttr. 18. 

etMttttvit, atttaitttifilt«« ber mbtnt 
0. Profeffor Dr. m. Simon in Straft- 
bürg, mit 57 Stguren. ttr. 65. 

— ^ttalntirdtf, b«* |taitttt«0 oon 
Prof. Dr. m. Simon in Straftbura. 
mit 28 flbbUbungen. ttr. 89 

— Har^fUenbe, n. Dr. Hob. IJauftner, 
Prof. a. b. dedin. Boc^fdiule Karls* 
rulie. I. mit 110 5tguren. ttr. 142. 
<$bcne« oon (b. maller, Profeffor 
am ©pmnafium in Ulm. mit 111 
3n)cifarb. 5ig. ttr. 41. 
Itroiektitfe, infnnt^et BelianMung 
oon Dr. Karl Doe^lemann, Prof. an 
berUniocrfÜötmündien. mltSSjum 
tLeil 3iDeifarb. Figuren, ttr. ?2. 
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(^erriildiie, jßfktt'Hrdtc« DOn Dr. f}ans 
(Ddcl in Augsburg. Itr. 160. 

r-- Tfitß iätffantinifsutn Kcidfe« Don 
Dr. K. Rotif in Kempten. Ilr. IIK). 

— ?lrtitrrir«, im J^Utttlitltcr (bis 
1500) von Dr. 5. Kurjc, Oberl. am 
Kgl. £uifengi)mn. in Berlin. Hr. 83, 

~ Irtraiifüftlaic, DOn Dr. R. Stcmfelb, 
Prof. a. b. Uniocr^ Berlin. Hr. h5. 

— <6t;icitiir<l|e« üon Dr. Ijeinri(!^ 
StDoboba, profeffor an öer &eut|dten 
Unioer^tät präg. Hr. 41). 

— ^<# alten ptarocnlattb«« t)on 
Dr. 5r. ^ommcl, profe^or an öer 
Uniucrfität inünd)cn. lUit 6 Bilöerti 
iinb 1 Karte. Ux. 43. 

— ©fterrcidjirdl«» i : t>on feer Urjcit 
bis 1526 Don ^ofrat Dr. 5ran3 
von Krones, Pro?ef\ot an öer 
UnlDerjUät (Braj. Itr. 104. 

II : Oon 1526 bis 3ur (Begcnroact 

Don ^ofrat Dr. $tam oon Krones, 
Prof. an öer Unio. ©raj. Ilr. 105. 

— ^ümirdjr. neubearb. oon Real» 
gtimnafialMreftor Dr. 2ulius KoA. 
ftr. 19. 

— MurRfdie, üon Dr. IDilffelnt Reeb, 
©berleljrcr am ©ftergijmnafium in 
ItTaina- Ilr. 4. 

— 5(id))ifd|c, Donprof.(DttoKaemmcI, 
Reftor bts Ililolaigiimnajiums 3U 
£eip3tg. Hr. 100. 

— %A\wt^tvtfd}t^ oon Dr. K. "Dänb* 
Ilfcr, profeftor an öer Unioerfitat 
Sürid}. Itr. 188. 

— >nr Malerei fielje : ITtalcrei. 

— htv Ittatl^tmatth fielje: ITtatlie- 
matif. 

— htv ^ufih tieljc: Blufif. 

— b<r l^ä^oeogili fie^c: päöagogif. 

— htv brutfdicn &pviui}t liefjc : 
(Brammatif, Deutfdfe. 

«l«ruitM|<it0U^r«. Der ntenldtlldje 
Körper, fein Bau unö feine tTätig- 
feiten, oon €. Rebmann, ©berrcaU 
fdmiöireftor in Sreiburg i. B. mit 
(BefunbFieitsIelire oon TJr. med. f). 
Seiler. mit47flbb. u.in;af. Rr.lS. 

^tntevbtwcftn oon tDerner Sombart, 
Drofeffor an b. Uniocrfttät Bi-eslaii. 
L II. nr. 203. 204. 



eUifditrktmht oon Dr. 5ritt IRa* 
Aoccf in IDitn. mit 5 flbbilb. im 
tiep. unb 11 (Tafeln. Hr. 154. 

rd}f ititb tmnlf&it, oon Dr. ßerm. 
StcuWna, Profeffor am Kgl. ©ijnu 
nofium in lDur3en. Hr. 27. 

— ficbe audj: tjclöcnfage. — IRpt^o- 
logie. 

monn oon Hue, IDoIfram oon 
<Efd)enba(^ u. 6ottfrieb oon Straß« 
bürg. HustDo^l aus öcm bdf. Cpos 
mit Hnmertungen unb IDorterbuc^ 
oon Dr. K. ITtarolb, Prof. am KgL 
5riebri6sfolle9ium 3U Königsberg 
i. Pr. ilr. 22. 

OlnnttiiKitilt. |lfitirii|t, unb fur3e 
(Befd)id)te oer 6eutf<ben Spradie oon 
Sc^ulrat profeffor Dr. (D. Epon in 
Dresben. Itr. 20. 

— evi9diifä}€, I: 5ormenlebrc oon 
Dr. Bans ITtel^er, profeffor an 
ber Klofterf(i)ule 3u tltaulbronn. 
nr. 117. 

II: Bebeutungsle^re unbSpntay 

oon Dr. Qans tltel^er, profeffor an 
ber Klofterfd^ule 3U Iltaulbronn. 
Hr. ua 

— gaMnitdie, (Brunbrig ber latei> 
nifi^en Spra(!^lel}re oon profeffor 
Dr. U). Ootfdi in Irtagbeburg. Hr. «2. 

— PIittflJ|0ihbftttr<lt** Der Hibe* 
lunge not in Husmabl unb mittel* 
boc^beutfdie (Brammatif mit furjem 
iDörterbuci) oon Dr. ID. (Boltqer, 
Profeffor an ber Unioerfität Roftod. 

— üstrifirdtet oon Dr. (Eric^ Bernefer, 

grofeffor an ber Unioerfität Prag, 
r.öö. 

Jie^e au<^ : Ruffifdjes (Befprädis* 

bucq. — Cefebud^. 

^mnhtUküWffppnhtni, ^tutfä^t, 

oon Prof. d^. be Beauy, (Dberle^rer 
an ber Öffentli<!^en f)anbelslei)r' 
anftalt unb £ettor an ber f^anbels« 
()0d|f(i)ule 3U Ceipsig. Itr. 182. 
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flfdft« von profefforT[I).6e6cau;, 
Oberlehrer o. b Öffentlidienßanöels* 
(e^ranftalt u. £e(tor an 6er qanöels« 
bod)f<!^uIe |U Ceipjtg ttr. IHH. 

— »iaiitnifdft, oon profeffor Alberto 
oe Beaujr, (Dberlebrer am K9I. 3nf titut 

^ S. S. Hnnunjtata in 5Ioren3. Hr. 219. 

'9itvmoitielel)re oon H. tjalm. tttit 
Dielen Itoienbeilagen. Itr. 120. 

Havttttaitit ifpn ^ne, iHolf vam vmt 
<$r<it<t*l>ii(i| unb (Qottfvie^ oott 
$hra^t»itira. Hustoa^I aus bem 
fdfifdien (Epos mit Hnmerfungen 
unb IDörtcrbuA oon Dr. K. niarolb, 
profeffor am Königlichen 5riebrid|S' 
follegium 3U Königsberg i. pr. Itr. 22. 

^atupiiiUvatuttn, $i(, b. Oviettti» 
o. Dr. ITtl^aberlanbt, prioatboj a. b. 
Unioerfität ©icn. I. IL Hr. 162. 163. 

^tlhtnfa^t, flie btntrdtt. oon Dr. 
Otto £uitpoIb 3iric3e!, Prof. an 
ber Unioerfität TTlünfter. Hr. 82. 

— fie^e audi: (Bötter« unb " " * 
— ini)tl)oIogie. 

^tvhtv, 9fV Cib. (Befd^ic^te bes 
Don Rui} Dias, (Brafen oon Bioar. 

gerausgegeb. u erläutert oon Prof. 
T.<Emftuaumann in Berlin, nr.36. 
gliü'rn. F^;; "■ .T - unb 3ofjaiHi 

Styctiart neb jt einem Hnf]ang: Brant 

unb £)utten. flusgcroätilt u. crläut. 

oon Prof. Dr. 3ul. Sahx. Hr. 24. 
Ifnbttfme, flnorgantfdie CIiemt|cf)e, 0. 

Dr. (Buft. Rauter in Cfiarlottcnburg. 

I. : Die £e&Ianctoöainbuftrte unö if)re 

Hcbensroeige. BTit 12 Cafein. Itr 205. 
IL; Salinenroefen, KalifaUc, 

Düngerinbuftrtc u. Dern>'^"^+''^ i^tit 

6 (Tafeln. Hr. 206. 
Iii.:flnorganifc^e(E^emif^eprä» 

parate, mit 6 (Eafeln. Itr. 207. 
fmegralreriiitnng oon Dr. 5riebr. 

3unfer, profeffor am Realgnmn. 

unb an ber Rcalanftalt in Ulm. 

mit 89 5iguren. Hr. 8«. 

— Repetitorium unb Aufgabenfamm* 
lung jur 3ntegralreqnung oon 
Dr. 5rieöridi 3un!er, profeffor am 
Realgqmn. unb an ber Realanftalt 
in Ulm. mit 50 5lguren. Hr. 147. 



Qelbenfage. Jl^nnr^fHiatt^lclfv*. 
-^ :'formcnIcbre oon : 



oon (L (Beicid), Direftoi 
Itautifd)en $d)ule in £11 
unb $. Sautcr, Drofeffdr 
gt^mnafium in Ulm. neu 
oon Dr. Paul Dinfe, 
ber (Befellfjaft für (Brl 
Berlin, mit 70 AbbUbunge 

^LivdnuiUh, Ittartin Cutlje 
mumer, unb bas Kirche; 
16. '3aftr^unbert5. Hu 
unb mit (Einleitungen t 
mcrfungen oerfeljen oon \ 
(B. Berlit, Oberlehrer am 
gqmnafium 3U £eip3ig. tti 

gUimaUIrve oon profeffor 
Koppen, meteorologe ber S 
ßamburg. mit 7 tCafeln 
Figuren. Itr. 114. 

it^loitiai0(rd|id|tf oon Dr. 1 
SAäfer, Profeffor ber (Bcft^t 
ber JUnioerfität Berlin. Itr. 
mufi 
5o'rmcnIcl)re oon Steplfon 
I. n. mit Dielen Uotenbeff 
nr..l49'. 150. 

^JjitptVi ^fv ntenfdiliilK. ftin 
unh ftint Säiigketiftt. 

€. Rebmann, Obcrrealfc^uröf 
in 5rciburg l B. mit (B< 
bcitslcl)rc oon Dr. med. fj. S 
mit 47 Hbbilöungen unö I C 
Itr. 18. 

^lftaU0^vap\)U oon Dr. W. Bn 
profeffor an 6er Unioerfität Sl 
bürg, mit 190 Rhbm. Rr. 2J 

Itnbrun itttb ^ittvl&ttptn, 

(Einleitung un6 EDörterbuc^ 
Dr. O. £. 3iric3ef, profeffor an 
Unioerfität münftcr. Rr. lü. 

fief)e aud) : Ceben, Deutfdjes, 

12. 3al)rl)unöcrt. 

Ittatttv« 9ie, htv }limatf(amt, ( 

jittung, 5orf(f|ung, Didjtung i 
Dr. Robert $. Hmolö, pdoatöoji 
an ber Unioerfität IDien. ttr. U 

Dr. Rein^. (Biintfier. Hr. 56. 
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W öorgtliMtefle» 9f t «rttvjftfillftt, oon Carl 
IrfJ, jer t Kompntann, 5a<^Ie^rer a. 6. f. f. 

Lr oTai onftalt in mien; ntU 3 BeUagen 

neubrarftc» un6 40 Hbbilöungen. Hr. 75. 

Infe, Hffifliirtrdyrlfl. Cebrbud) btt Derein« 

frftfunöe fadsten Deutfcqen Stenograpl)ie 
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Vorwort. 



In dem vorliegenden, drei Bändchen umfassenden 
kleinen "Werk ist der Versuch gemacht, die Grundzüge 
der theoretischen Physik mit Hilfe der höheren AnaJysis 
darzustellen. Es wurde damit der Zweck verfolgt, allen 
jenen, welche dereinst Gelegenheit hatten, Physik zu 
hören und in ihrem Beruf anzuwenden, für geringe 
Kosten ein leicht verständliches Nachsehlagebuch der 
theoretischen Physik zu bieten, wobei in erster Linie 
an die Bedürfnisse der Techniker in den verschiedensten 
Berufen gedacht wurde. Ferner wendet sich das Werk- 
chen an alle jene, welche in ihrer rein wissenschaftlichen 
Tätigkeit der Physik als Nebenwissenschaft nicht ent- 
behren können. Es dürfte daher Physiologen, Chemikern, 
Geologen, Meteorologen, Geographen usw. willkommen 
sein. Schließlich soll es den Studierenden der Physik 
selbst zur Yorbereitung und Erleichterung des Studiums 
der oft nur schwer verständlichen Yorlesungen dienen. 
Danach ergab sich als Hauptaufgabe, aus dem großen 
Gebiet der theoretischen Physik den Stoff gewissenhaft 
auszuwählen und in einfacher, klarer Weise darzustellen. 
Auf subtile theoretische Erörterungen, auf lange De- 
duktionen mit einem verhältnismäßig geringfügigen End- 
resultat, auf Fragen, welche noch Streitgebiet der Wisseu- 
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8 Vorw^ort. 

Schaft sind, konnten wir uns nicht einlassen. Um so 
mehr bemühten wir uns, alle jene Begriffe, welche in 
konkreten Fällen immer wieder auftauchen, so wieder- 
zugeben, daß sich der Studierende deren selbständige 
Handhabung leicht aneignen kann. Wo es daher mög- 
lich war, wurde jeder allgemeine Satz durch seine An- 
wendung auf häufig aufstoßende Beispiele illustriert. 

Freilich wird sich eine gewisse subjektive Färbung 
nicht haben vermeiden lassen. Als ehemaliger Schüler 
J. Stefans, eines Meisters leicht faßlicher Darstellung, 
gab sich der Verfasser möglichst Mühe, dessen Ton zu 
treffen, was allerdings auf dem zur Verfügung stehenden 
kargen Eaum nur teilweise erreicht werden konnte. 



Yorwort zur zweiten und dritten 
Auflage. 

Die kurze Zeit, welche seit dem Erscheinen der 
ersten Auflage der „Theoretischen Physik" verstrichen 
ist, ließ es überflüssig erscheinen, für die neuen Auf- 
lagen prinzipielle Veränderungen vorzunehmen. Die An- 
deutungen der meist wohlwollenden Kritik wurden be- 
rücksichtigt, wo sie dem Zweck des Werks, das mehr 
Hilfs- als Lehrbuch sein will, entsprachen. 



dby Google 



Mechanik eines Massenpunkts. 
§ 1. Grundbegriffe — Bewegung — Bahn — Weg. 

Mechanik ist die Lehre von den Bewegiings- 
erscheinungen, welche sich auf die Begriffe des Eaums, 
der Zeit und der Masse zurückführen lassen. 

Ein Punkt bewegt sich, wenn er zu verschiedenen 
Zeiten gegenüber einem festgelegten Eaum verschiedene 
Lagen einnimmt. Die Verbindungslinie sämtlicher Lagen 
nennt man die Bahn des Punkts. Nach der Gestalt 
derselben unterscheiden wir geradlinige imd krumm- 
linige Bewegungen. Die Länge der Bahn, welche von 
dem Punkt in der Zeit t zurückgelegt wird, nennen 
wir den Weg s. 

§ 2. Geschwindigkeit — gleichförmige und ungleich- 
förmige Bewegung. 

Weg und Zeit stehen also miteinander in Beziehung, 
was wir durch die Gleichung 

8 = f(t) 

darstellen können, f (t) kann nun sehr mannigfaltig sein. 
Der einfachste Fall ist 

s = f(t) = vt, 
wobei V eine Konstante ist. Die Bewegung, welche 
dieser Gleichung entspricht, nennen wir eine gleich- 
förmige, weil in gleichen Zeiten auch immer gleiche 
Wege zm-ückgelegt werden. Der Weg v, welcher in der 
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10" '' 'Mscäisüiik eines Massenpunkts. 

• Safeteöi"!;? -toschn^be^ heißt die Geschwindigkeit 

des Punkts. Wir messen also die Geschwindigkeit v 
durch das Verhältnis des Wegs zur zugehörigen Zeit, 

s 

Da die Geschwindigkeit nur eine Verliältniszahl ist, so 
ist bei deren Bestinunung die absolute Größe des Wegs 
bezgl. der Zeit ganz gleichgültig. Unsere Definition der 
Geschwindigkeit gilt demnach auch für einen unendlich 
kleinen Weg ds, woraus 

"=rt (^) 

folgt. Auf diese Weise sind wir in der Lage, für einen 
ganz bestimmten Punkt der Bahn die Geschwindigkeit 
anzugeben, und erkennen weiter, daß sie sich von Punkt 
zu Punkt ändern kann; in letzterem Fall haben wir 
dann eine ungleichförmige Bewegung. 

§ 3. Beschleunigung — gleichförmig beschleunigte 
Bewegung. 

Wir sahen, daß bei der ungleichförmigen Bewegung 
nicht nur der Weg, sondern auch die Geschwindigkeit 
eine Funktion der Zeit ist. Wählen wir wiederum die 
einfachste Funktion, setzen wir also 

v = bt, 
unter b abermals eine Konstante verstanden, so erhält 
in jeder Sekunde die Geschwindigkeit den Zuwachs b, 
welchen wir die Beschleunigung nennen. Für unser 
gewähltes Beispiel ist die Beschleunigung also eine kon- 
stante Größe. Eine derartige Bewegung nennt man 
deshalb eine gleichförmig beschleunigte. 
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Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung. H 
Auch die Beschleunigung 

t 
ist nur eine Yerhältniszahl. Wir können deshalb hier 
ganz dieselbe Überlegung wie bei der Geschwindigkeit 
machen. Für eine bestimmte Zeit, oder an einem be- 
stimmten Punkt der Bahn ist demnach die Beschleunigung 
durch den Differentialquotienten der Geschwindigkeit 
nach der Zeit gegeben. Wir erhalten so mit Berück- 
sichtigung von (1) die Gleichung 

, dv d^s 

und wir erkennen ohne weiteres, daß auch die Beschleu- 
nigung im allgemeinen eine Funktion der Zeit sein wird. 

§ 4. Komponenten der Gesehwindigkeit und Beschleu- 

nigung — resultierende Geschwindi^eit und Be- 

schleiinignng. 

Projizieren wir die jeweilige Lage eines sich be- 
wegenden Punkts auf die drei Achsen eines recht- 
winkeligen Koordinatensystems, so besitzen die drei 
Projektionen ebenfalls gewisse Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen. Die Bahnen der Projektionen sind 
dabei die drei Achsen. Ihre Geschwindigkeiten u, v, w 
lassen sich genau wie oben entwickeln, ebenso ihre Be- 
schleunigimgen f, g, h. Wir erhalten somit 

dx dy dz 

"=dt' ^=dT' ^ = Jt; 

d^x _d2y ,_d*z 

~dF' ^~dt2' ~ät^' 
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12 Mechanik eines Massenpunkts. 

Ist- die Bahn des Punkts geradlinig und schließt sie 
mit den Achsen die Winkel a, ß, y ein, so erkennt 
man ohne weiteres, daß 

dx ds 

dt dt 

dy ds 

dT==d¥^^^^' 

dz ds 

ist. Gleicherweise erhält man die Beschleunigung nach 
den drei Achsen, indem man die wirkliche Beschleu- 
nigung mit den Eichtungskosinus der Bahn multipliziert. 
Man sieht weiter ein, daß eia Punkt, welcher die 
Geschwindigkeiten u, v, w parallel zu den drei Achsen 
gleichzeitig besitzen soll, nur eine Geschwindigkeit von 
ganz bestimmter Größe und Richtung im Raum haben 
kann. Man nennt diese letztere die resultierende 
Geschwindigkeit der Komponenten u, v, w. 
Ganz dasselbe gilt wiederum auch für die Beschleunigung. 

§ 5. Parallelogramm der Geschwindigkeiten und der 
Beschleunigungen. 

Was für ein rechtwinkeliges Koordinatensystem gilt, 
köimen wir ohne weiteres auf ein schiefwinkeliges über- 
tragen. 

Haben wir bloß zwei Geschwindigkeiten , welche 
gleichzeitig ein Punkt annehmen soU, so erhalten wir 
die resultierende Geschwindigkeit, wenn wir von dem 
Punkt aus zwei Gerade ziehen, welche in Richtung imd 
Größe den Geschwindigkeiten entsprechen. Ergänzen 
wir diesen Winkel zu einem Parallelogramm, so gibt 
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Beharrungsvermögen. 13 

die von dem beweglichen Punkt aus gezogene Diagonale 
die Größe und Richtung der resultierenden Geschwindig- 
keit an. 



§ 6. Beharrungsvermögen — Kraft — Massenpnnkt — 
Kräfteparallelogramm. 

Bewegt sich ein Körper mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit geradlinig vorwärts, so sagen wir, er sei 
frei von allen Kräften, hingegen er sei von Kräften be- 
einflußt, wenn die geradlinige, gleichförmige Bewegung 
gestört wird. Während uns die gleichförmige, gerad- 
linige Bewegung zirni Begriff des Beharrungsver- 
mögens führt, nennen wir jede Ursache der Änderung 
einer derartigen Bewegung eine Kraft. 

Die Erfahrung lehrt, daß nicht jeder Körper in 
gleicher "Weise von ein und derselben Kraft beeinflußt 
wird. Während der eine eine große Beschleunigung er- 
fährt, gewinnt der andere nur eine geringe. Wir schreiben 
diesen Unterschied der Masse der Körper zu. Jegrößer 
seine Masse, desto kleiner die Beschleunigung, 
welche dem Körper eine Kraft zu erteilen vermag. Das 
Produkt aus der Masse m und der Beschleunigung b 
kann daher als Maß der Kraft P gelten. Wir erhalten 
somit die wichtige Gleichung 

^ , dv d^s 

P = mb=m- = m^. 

Die Masse eines Körpers haben wir als eine von 
der Lage desselben und der Zeit völlig unabhängige 
Größe zu denken. 

Ist der Körper geometrisch sehr klein, so können 
wir uns seine ganze Masse in einem Punkt vereinigt 
denken, den wir dann einen Massen punkt nenn er 
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14 Mechanik eines Massenpnnkts. 

Nur Massenpunkte wollen wir vorläufig der Betrachtung 
imterziehen. 

Wie von einer Zerlegung und Zusammensetzung der 
Beschleunigungen, kann man auch von solchen f* 
Kräfte sprechen, was uns unmittelbar auf das Eräft 
Parallelogramm und JÜmliches führt. Wir können 
jede Kraft P in drei aufeinander senkrechte Kompo- 
nenten X, Y, Z zerlegen, welche parallel den Achsen 
eines Koordinatensystems wirken. Das Maß der Teil- 
kräfte ist dann gegeben durch 

d2x „ 
^dt^ = ^' 

m^'y Y 
"^dt^ = ^' 

^dt^ = ^- 



§ 7. Wurfbewegung — freier Fall. 

Wirkt auf einen Massenpunkt eine Kraft von be- 
stimmter Richtung, so kann dessen Bewegung nur in 
einer Ebene stattfinden, da zur ursprünglichen Be- 
wegungsrichtung nur noch die Richtimg der Kraft hin- 
zukommt. 

Eine solche Kraft ist die Schwerkraft. Bloß 
unter dem Einfluß der Schwerkraft muß demnach die 
Bahn geworfener Körper eine ebene Kurve 
sein. Wurfrichtung und Richtung der Schwere 
bestimmen diese Ebene, in welche wir ein rechtwinke- 
liges ebenes Koordinatensystem so legen wollen, daß 
die X-Achse horizontal, die y-Achse vertikal ist. 
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Die Schwerkraft Y wirkt parallel zur y- Achse. 
Parallel zu dieser wird also die Bewegung des Körpers 
durch die Gleichung 

^Tt~^ = ^ 

bestimmt. Parallel zur x- Achse haben wir 

d2x ^ 
m — - = . 
dt2 

Aus der Erfahrung wissen wir, daß die Schwerkraft 

sich innerhalb eines beschränkten Eaumes weder mit 

der Zeit noch mit dem Ort ändert, und daß sie immer 

proportional der Masse m des Körpers ist, auf 

welchen sie wirkt. Wir können daher 

Y = -mg 

setzen, wenn die Konstante g die Beschleunigung der 

Schwere ist. T ist negativ, weil die y- Achse nach oben 

gerichtet ist, während die Schwere entgegengesetzt nach 

unten wirkt. Unsere Bewegungsgleichungen reduzieren 

sich daher auf 

d2x . _ d2y 

- — = und — — = — s: . 
dt2 dt2 ^ 

Aus der ersten finden wir 

^ = a, (3) x = at + a', (4) 

aus der zweiten 

^ = -gt + b, (5) y = -^ + bt + b'. (6) 

Die vier Konstanten a, a', b und b' ergeben sich 
aus den Anfangsbedingungen, d. h. aus der Lage, 
Geschwindigkeit und Eichtung des Körpers zur Zeit 
t = . Es ist demnach a die Geschwindigkeit parallel 
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16 Mechanik eines Massenpunkts. 

zur X-Achse, a' die Abszisse, b die Geschwindigkeit 

parallel zur y-Achse und b' die Ordinate unseres Körpers 

zu Beginn seiner Bewegung. Wir können durch passende 

Wahl des Koordinatensystems die Bewegung immer im. 

Ursprung desselben beginnen lassen. Es ist dann 

a' = b' == . Es genügen jetzt zur Bestimmung der 

Lage des Punkts die Gleichungen 

gt2 
X = a t und y = b t — ^— . 

Eliminieren wir aus diesen beiden Gleichungen 
die Zeit t, so erhalten wir die Bahngleichung 
bx gx2 

Es beschreibt daher ein geworfener Körper, welcher 
sich bloß unter dem Einfluß der Schwere befindet, eine 
Parabel. 

y wird außer im Anfang noch ein zweites Mal gleich 

Null, wenn x = wird. Dies ist die Wurfweite. 

g 
Die Wurfhöhe hat der Körper nach Zurücklegung der 

b2 
halben Wurfweite erreicht, sie ist demnach y == — — . 

2g 

Die Gleichungen für den senkrechten Wurf er- 
halten wir aus jenen des schiefen, wenn wir einfach 
a=0 setzen. Für den horizontalen Wurf ist hin- 
gegen b = anzimehmen. Die Bewegimgsgleichung 
wird dann 

^ 2a2' 

Wählen wir schließlich a = b = , so ergel)en (5) 
und (6) die Gesetze des freien Falls. 
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Krummlinige Bewegung. 17 

Zu gebräuchlichen Formeln gelangen wir auch, wenn 
wir anstatt der Komponenten a und b die Anfangs- 
geschwindigkeit c selbst \md den Winkel oc ein- 
führen, welchen die Anfangsrichtung mit der x- Achse, 
d. i. dem Horizont, bildet. Es ist danach 

a = ccosa, b = csina, 
die Wurfweite 

2c2 

x= cosÄsma , 

g 

die Wurfhöhe 

y = — sin^Ä. 

Letztere erreicht also ihren größten Wert für oc = 90^, 
d. h. wenn wir bei sonst gleicher Anfangsgeschwindig- 
keit den Körper senkrecht emporwerfen. Die Wurf- 
weite läßt sich wegen 

sin 2 Ä = 2 cos Ä sinÄ 
auch 

c2 
X = — sin 2 Ä 
g 

schreiben. Ihr größter Wert wird für ö^ = j , d. i. bei 

45^ Mevation erreicht. 

Jede kleinere Wurfweite kann man durch zwei 

verschiedene oc erzielen, da bei (K = j + ß sich 
derselbe Wert für sin 2 a ergibt, wie bei oc= —ß, 

§ 8. Krummlinige Bewegung — Zentripetal- 
beschlennigang — Fliehkraft. 

Die Beschleunigung, welche ein Massenpunkt in 
irgend einem Punkt einer krummlinigen Bahn besitzt, 

Jäger, Theoretische Physik I. 2 
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können wir in eine Komponente, die mit der Tan- 
gente der Kurve zusammenfällt, und in eine Kom- 
ponente senkrecht darauf, also nach der Rich- 
tung der Normalen zerlegen. Wir betrachten einen 
Massenpunkt, welcher sich von 
M (Fig. 1) nach M' bewegt. 
Seine Geschwindigkeit in M sei 
V, in M' v'. Die Komponente 
der Geschwindigkeit parallel zur 
Richtung MN ist demnach in 
M' v' cos 99, senkrecht dazu 
VsuKp. Auf dem Weg von M 
nach M' verstreicht die Zeit t. 
Die Beschleunigung in der 
Richtung der Tangente ist 
Fig. 1. sodann 

,. Vgosw — y 
bt = lim , 

T 

in der Richtung der Normalen 

,. v'sina? 
bn = lim , 




da in M die Geschvnndigkeit in der Richtung der 
Normalen gleich Null ist. Beim Grenzübergang wird 

V T 

cos9?=l, 8m(p = (p = — . Es ist demnach 

bt = :tt , bn = — . 
dt r 

Hat der Massenpunkt die Masse m, so können die 
auf ihn wirkenden E[räfte in eine Tangential- und 
eine Normalkraft zerlegt werden. Erstere wird ge- 
geben sein durch 
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T = m 



letztere durch 



dt«' 



N = 



mv^ 



Diese nennt man auch Zentripetalkraft und die 
dadurch hervorgerufene ebenso große Gegenkraft des 
beweglichen Massenpunkts dessen Fliehkraft. 

§ 9. Das Pendel — schwingende Bewegung. 

Eine kleine schwere Kugel von 
der Masse m sei an einem sehr 
dünnen festen Faden aufgehängt. Die 
Masse des Fadens soll gegen jene der 
Kugel vernachlässigt werden können. 
Briogen wir die Kugel aus ihrer Ruhe- 
lage imd geben sie dann frei, so be- 
ginnt sie zu schwingen. Wir betraohten 
bloß die Schwingungen in einer Yer- 
tikalebene. Diese sind vorhanden, 
wenn die Kugel keinen seitlichen Stoß 
erhält. Auf die Kugel in M (Fig. 2) 
wirkt die Schwerkraft 

MN= —mg. 

Diese zerlegen wir in eine Kom- 
ponente in der Richtung des gespannten 
Fadens, welcher durch die Spannung des Fadens das 
Gleichgewicht gehalten wird, und in eine Komponente 
senkrecht daraul Diese ist 

MC = —mg sin 9?, 
das ist die Kraft, wdche die Kugel in die Ruhelage 
A zurückzutreiben sucht. Die Bewegungsgleichung wird 
daher sein 

Digitizedb^LjOOQl« _^ 




20 Mechanik eines Massenpunkts. 

m— =-mgsm9?. (7) 

Hier ist der Weg s==l(p, wobei wir 1 die Pendel- 
länge nennen. "Wir wollen femer nur kleine Schwin- 
gungen voraussetzen, so daß siD.(p = q) angenommen 
werden kann. Dann wird Gleichung (7) 

dt^=-T^- 

Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung 
mit -T^dt und integrieren wir, so folgt 



m- 



•f9'* + A. 



Die Konstante A wird j^l^ wenn wir unter (pQ 
jenen "Winkel verstehen, bei welchem die Winkel- 

d CD 

geschwindigkeit —^ = wird. Das heißt: 9^0 ^* 

der größte Aus Schlags winkel des Pendels oder, 
wie man auch sagt, die Amplitude der Schwingung. 
Dieser Wert ergibt nach Trennung der Yariablen 



t^=]/fdt. 

Das Integral dieser Gleichung ist 



M- 



arcsin-^ = tl/f + B, 
oder fr- \ 
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Pendel im widerstehenden Mittel. 21 

Die Konstante B ergibt sich aus den Anfangs- 
bedingungen. Ist für t=0, (p = (po, so muß sinB = l, 

7t 

d.h. B = — sein. Mithin ist 



(ff)- 



cp = (pQ cos 

Diese Gleichung bestimmt die Bewegung des Pendels. 
"Wollen wir die "Winkelgeschwindigkeit für eine be- 
liebige Zeit t kennen lernen, so brauchen wir bloß den 
Winkel nach der Zeit zu differenzieren, also 



f=_yi,.^|/it) 



zu bilden. 

Für 1/ Y t = jr ist <^ = — <^q , d. h. das Pendel 

hat eine Schwingung von einer Seite zur andern ge- 
macht. Die dazu benötigte Zeit, die Schwingungs- 
dauer, ist also 



■"fi 



g 

§ 10. Pendel im widerstehenden Mittel — gedämpfte 
Schwingung — logarithmisches Dekrement. 

Wir machen jetzt die Voraussetzung, daß das Pendel 
in einem widerstehenden Mittel schwingt, und 
zwar soU der Widerstand w proportional der 
Geschwindigkeit der Pendelkugel sein. Wir können 
ihn also als eine negative Kraft von der Form 

ds 
w = ^^- 
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22 Mechanik eines Massenponkts. 

darsteUeo. Die Pendelgleichung wird somit 
d^s . ds 

Wir setzen wiederum nur kleine Schwingungen voraus, 
können also die Bewegungsgleichung 

^^(p __ g (X dq> 

dt2~ = ~T^~mdt 

g öc 

schreiben. Wir wollen t- = a^, — =« 2 b einführen. Es 

1 m 
ergibt sich dann 

^ + 2bif + a> = 0. 

Eine Lösung dieser Gleichung ist 

indem -^==Ae^* und -t^==^^^^ ist, so daß sich 
dt at^ 

die Gleichung auf 

A2 + 2bA + a2 = 
reduziert, woraus 

A=-b + yb2-a2 

folgt. Diese Größe ist nur reell, wenn b>a ist, d. h. 
wenn der Widerstand, den die schwingende Kugel er- 
fährt, ein sehr großer ist Dann kommt aber über- 
haupt keine Schwingung zustande, sondern die Kugel 
nähert sich einfach allmählich der Ruhelage. 

Ist hingegen a>b, dann ist X komplex, indem 

wird. Die Bewegung des Pendels ist in diesem Fall 
nach bekannten Regeln gegeben durch 
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Bewegungsgröße. 23 

(p^k^ e-bt4-it|/i^=:bi ^ ^ ^-bt-itj/a^b« 

= e-»>* (C cosVa^-bn + D sinyä^^ b2 1) . 
Wir haben demnach eine schwingende Bewegung von 
immer kleiner werdender Amplitude, eine sogenannte 
gedämpfte Bewegung. 

Die Schwingungsdauer ist jetzt 



/a^— b2 i/g ^2 

i2 



r 1 4m-^ 

Sie ist also größer als beim widerstandsfreien Pendel. 

Beginnt das Pendel mit einer Amplitude (p^ zu 

schwingen, so ist nach n Schwingimgen die Amplitude 

Daraus folgt 

nr 
Diese Größe nennt man das logarithmische Dekre- 
ment, doch wird auch das Produkt br häufig so genannt. 

§ 11. Bewegnngsgröße — Zeitintegral der Kraft. 

Lassen wir eine Kraft K während einer kleinen 
Zeit dt auf eine Masse m wirken, so wird sich deren 
Geschwindigkeit ändern, imd zwar wird die Änderung 
um so beträchtlicher ausfallen, je größer die Kraft und 
je größer d t ist. Die Gesamtänderung wird demnach 
dem Produkt Kdt propoiüonal gesetzt werden können. 
Für eine endliche Zeit erhalten wir dann den Gesamt- 
einfluß der Kraft auf die bewegliche Masse m, wenn 

t 
wir /Kdt bilden. Da nun 

Digitized by VjOOQ IC 



24 Mechanik eines Massenpunkts. 

^ d^s dv 



so 



/Kdt = m/i-;dt = 



m V — m V. 



) 



wenn die Geschwindigkeit zu Beginn Yq und zu Ende 
der Zeit t v war. 

Die Größe mv nennt man die Bewegungsgröße 
der Masse m. Die Einwirkung der Kraft durch eine 
gegebene Zeit auf eine bewegliche Masse m kann dem- 
nach dm-ch die Differenz der Bewegungsgrößen 
zu Beginn und zu Ende dieser Zeit gemessen werden. 
Die Kraft ist also unmittelbar durch den Zuwachs 
der Bewegungsgröße bestimmt, welchen das Be- 
wegliche in der Sekunde erfährt. 

t 

Man nennt den Ausdruck /Kdt auch das Zeit- 
integral der Kraft. ® 

§ 12. Stoß unelastischer und elastischer Kugeln. 

Yom Zeitintegral der Kraft können wir eine An- 
wendung beim Zusammenstoß zweier Kugeln 
machen. Wir setzen voraus, daß die Bewegung der 
Kugeln in der Verbindungsgeraden ihrer Mittelpunkte 
erfolgt. Ilire Bewegungsgrößen seien vor dem Zu- 
sammenstoß mc bezüglich m'c'. Sind die Kugeln 
vollkommen unelastisch, so wirken sie beim Zu- 
sammenstoß so lange aufeinander, bis sie dieselbe 
Geschwindigkeit u angenommen haben. Die neuen 
Bewegungsgrößen sind also mu und m'u. MithiTi hat 
die erste Kugel m (c — u) an Bewegungsgröße verloren, 
während die zweite m'(u — c') gewonnen hat. Beide 
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Stoß nnelastischer und elastischer Kugeln. 25 

Größen müssen einander gleich sein, da auf beide 
Kugeln ja dieselbe Kraft während derselben Zeit wirkt. 

Es ist also 

m (c — u) = m' (u — c') , 

oder die G^eschwindigkeit nach dem Stoß 

m c + m' c' 

u = j — —, 

m + Di 

Sind die Kugeln vollkommen elastisch, so hört 
die Einwirkung derselben aufeinander bei gleichwerden- 
der Geschwindigkeit noch nicht auf, da die elastischen 
Kräfte die Kugeln wieder auseinandertreiben. Und zwar 
ist das Zeitintegral vor und nach dem Gleichwerden 
der Geschwindigkeiten gleich groß. Srud die End- 
geschwindigkeiten V und v', so werden wir haben 

m (c — u) = m' (u — c') = m (u — v) =« m'(v' — u) , 

woraus dann folgt 

^ m c + m' c' 

m + m' 
und 

^ m c 4- m' c' 

^=2 ^^, c'. 

m + m 

Bei gleichen Massen wird 

v = c', v' = c, 

d. h. die Kugeln vertauschen nach dem Stoß ihre 
Geschwindigkeiten. Ist m' = (X), c' = 0, was wir beim 
Stoß gegen eine feste Wand annehmen können, 
so wird 

v=-c, 

d. h. die Kugel wird mit unveränderter Geschwindig- 
keit zurückgeworfen. 
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26 Mechanik eines Massenpunkts. 

§ 13. Arbeit — Wegintegral der Kraft — kinetische 
Energie. 

Wirkt eine Kraft K auf ein Bewegliches, welches 
in der Richtung der Kraft den Weg ds zurücklegt, so 
nennt man Kds die Arbeit der Kraft K auf dem 
Weg d s. Das ist z. B. der Fall, wenn wir ein Gewicht 

«1 
von der Großes K um die Höhe ds heben. /Kds ist 

demnach die Arbeit, welche die Kraft K von Sq bis s^ 
leistet. Es ist aber 

8l Si »1 



So So So «0 

8l 

m vf m vj 



V 



= m/- 



vdv: 

So 



m v^ 
Die Größe — —- nennen wir die lebendige Kraft 

oder die kinetische Energie der Masse m. Es ist 
demnach die Änderung der lebendigen Kraft des 
Beweglichen gleich der Arbeit, welche die Kraft 
auf dem Weg s^ — Sq geleistet hat. 

Sl 

Den Ausdruck /Kds nennt man das Weginte- 

So 

gral der Kraft. 

Eine jede Kraft K können wir bekanntlich in drei 
senkrecht aufeinanderstehende Komponenten X, Y, Z 
zerlegen. Die Projektionen des Weges ds auf die 
Koordinatenachsen sind entsprechend dx, dy, dz. Lassen 
wir nun die Kraft K auf dem Wege ds wirken, so 
leisten die drei Kraftkomponenten die Arbeiten Xdx, 
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Ydy, Zdz. Wir können diese drei G^rößen addieren 
und zwischen den G^r^izen Sq und s^ integrieren. Wie 
leicht ersichtlich, ergibt dies 

■o 

f /dxd2x , dyd2y dzd2z\ , 
^^Idtd^ + dtdt^ + dtdt^j^^* 

=l[(^)'+(^r+(n)1=-'\'^- 



mvg 



Auch so können wir die Beziehimg zwischen Arbeit 
und lebendiger Kraft darstellen, was besonders dann 
am Platz ist, wenn gleichzeitig mehrere Kräfte auf 
einen Massenpunkt m einwirken und die verschiedenen 
Richtungen der Kräfte mit dem Weg des Beweglichen 
nicht zusammenfallen. 

Haben die Kräfte die Eesultierende K, welche mit 
den Achsen des Koordinatensystems die Winkel X, ju, v 
einschließt, während der Weg die Eichtungswinkel ä, 
ß, y hat, so ist 

X = KcosA, Y=Kcos/i, Z = Kcosv, 

dx ds 

— - = — - COSÄ = V COSÄ , 

dt dt 
dy ds ^ 

dz ds 
dl 
und wir erhalten 
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«1 

= JK V (cosA cosÄ + Gos jLt cos/8 + cosv cosy) dt 

«0 

«1 »1 

= /Kcos^vdt=/Kcosi>d8, 



wenn der Winkel zwischen der Richtung der resid- 
tierenden Kraft und dem Weg ^ ist. 

Sind also Kraft und Weg nicht gleich ge- 
richtet, so ist die geleistete Arbeit gleich dem 
Produkt aus Kraft und Weg multipliziert mit 
dem Kosinus des von den Richtungen beider 
eingeschlossenen Winkels. 

§ 14. Kraftfünktion — Potential — Gesetz der 
Erhaltnng der Energie. 

Es kommt in der Natur der Fall häufig vor, daß 
die drei Kraftkomponenten, welche auf einen Massen- 
punkt wirken, sich darstellen lassen durch 

öF d¥ öF 

cx dj dz 

Wir nennen dann die Funktion F die Kraftfunktion. 
Der negative Wert davon 

H = -F 

ist das Potential der Kräfte. 

Durch Einführung dieser Begriffe können wir unsere 
Arbeitsgleichung folgendermaßen umgestalten. Es ist 
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■o 

«0 

TdF 



»0 
'1 



Die geleistete Arbeit ist also nicht nur der Änderung 
der lebendigen Kraft, sondern auch der Änderung 
der Kraftfunktion gleich. 

Führen wir das Potential ein, so ergibt sich 

Die Summe zwischen kinetischer und poten- 
tieller Energie ist eine konstante Größe. Man 
muß nämlich das Potential einer Energie gleichwertig 
erachten, weshalb man es auch potentielle Energie 
nennt Der von uns zuletzt gewonnene Satz wird das 
Prinzip von der Erhaltung der Energie genannt 

% 15. Fallbewegong auf willkürlicher Bahn. 

Als Beispiel eines Potentials können wir die Funktion 
H = mgz 
ansehen, wenn wir imter g die Beschleunigung der 
Schwere auf die Masse m und unter z die Höhe ver- 
stehen, in welcher sich die Masse befindet In der 
Tat ist dann 

ÖH ^ ^ ÖH ^ ^ öH 

ox ^y ^z 
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Ein Körper, welcher lediglich der Schwerkraft unter- 
worfen ist, wird demnach der Gleichung gehörchen 

mv2 , mv? ^ 

-^ + m g z = —^ + m g Zo = Const. 

Das heißt: in jeder bestimmten Höhe z hat der Körper 
auch immer eine ganz bestimmte Geschwindigkeit v. 
Wie beschaffen dabei die Form der Bahn ist, auf der 
der Körper fällt oder steigt, ist ganz gleichgültig. 
Schreiben wir die Gleichung 



mv 



2 



^-^ = mg(zo-z), 

so sehen wir ohne weiteres, daß die ziun Heben des 
Gewichts mg um die Höhe Zq — z nötige Arbeit un- 
mittelbar diu'ch die Änderung der lebendigen Kraft be- 
stimmt ist. 

§ 16. Keplers Gesetze — GravitaÜo&Bgesetz. 

Aus den Gesetzen, welche Kepler für die Plan^ten- 
bewegung fand, schloß Newton, daß sich zwei Punkte 
von den Massen M und m und der Entfernung r mit 
einer Kraft anziehen, welche gleich ist 

hMni 

K = — . 

r2 

Es ist dies das berühmte Gravitationsgesetz. Wir 
wählen das negative Vorzeichen, weil die Kraft den Ab- 
stand r zu verkleinem sucht; h nennt man die Gra- 
vitationskonstante. 

Wir denken uns M fest und m vollkommen frei be- 
weglich. Da für die Lage der Bahn nur die Anfangs- 
richtung der Bewegung von m und die Eichtung der 
Kraft, welche in der Yerbindungsgeraden beider Massen 
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liegt, maßgebend ist, so findet die Bewegung in einer 
Ebene statt. Es genügt daher zur Bahnbestimmung 
ein ebenes Koordinatensystem, in dessen Ursprung 
die Masse M liegen soll, m habe die Koordinaten x, y , der 
Eadiusvektor r schließe mit der y-Achse den Winkel (p 
ein; dann ist 

x = rsin9:?, y = rcos9:?. 

Die Komponenten der Kraft parallel zur x- und y- Achse sind 
d^x hMm. hMmx 



m— -— = - 



sin 99 



dt2 r2 -^'"^ r2 r ' 

d^y hMm hMm y 
"^dtT = ^^^9 = -^j- (8) 

Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit y, 

die zweite mit x imd subtrahieren sie voneinander, so 

erhalten wir 

d^x d2y ^ 

^Tt-2-^dt^=' 

d / dx dy\ ^ 

oder -- Y X -^ = , 

dt y dt dt/ ' 

dx dy ^ 
daher y__,_=2c, 

wobei c konstant ist. 

Schreitet unsere Masse m in der Zdt dt mn das 
Wegstück ds mit den Komponenten dx imd dy vor- 
wärts, so beschreibt dabei der Eadiusvektor r die Fläche 
y d X — X d y __ r^ d 99 
2 ^~~2 

In der Zeiteinheit wird er demnach die Fläche 

1 / dx dy\ r2d(p ... 

Tl^dT-^dtJ = -2dT==^ /') 
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32 Mechanik eines Massenpunkts. 

bestreichen. Man nennt deshalb die Größe c auch die 
Flächengeschwindigkeit der Masse m, die für 
unsem Fall eine konstante Größe ist 

dx 
Multiplizieren wir die Gleichungen (8) mit -r— be- 

dQ X 

züglich — - und addieren sie, so ergibt sich 



dt 



m 
2~ 



dr/dxy /dyyi hMm/ dx dy\ 

dtlvdt/^Vdt/ J~ r3 rdt^^dt/ 



da ja x2-|-y2 = r2, mithin 




ist. 

Femer ist 



dx , dy dr 



m'H^h-' 



wobei also v die Geschwindigkeit der Masse m bedeutet. 
Sonach wird durch Integration 

mv^ hMm . , 

Die Konstante A finden wir leicht aus den Anfangs- 
bedingungen, für welche die Geschwindigkeit v^ und 
der Kadiusvektor Tq vorhanden sein soU. Somit ist 
mvg hMm 

2 ro 

woraus folgt 



■A, 



mv^ mvj hMm hMm 
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So gestaltet sich der Satz von der Erhaltung der 

Vi TtTT« 

Energie für unsem speziellen Fall. ist demnach 

hMm ^ 

das Potential der Kraft r— . 

Den unendlich kleinen Weg d s können wir nim in 
zwei Komponenten in der Richtung des Radiusvektor 
und senkrecht darauf zerlegen. Diese sind dr und rd^:?, 
und es besteht die Beziehung 

(ds)2 = (dr)2 + (rd9?)2, 



mithin auch 

V 



iW-i^M^)' 



Aus Gleichung (9) und (10) folgt nmi leicht 
dr^dr d^^ dr 2c^^r 2hM , 2hM 40^ 
dt d(p' dt dcp'r^ f^~"^ 



r r*^ 

Diese Gleichung können wir noch verwandeln in 
2cdr 



-ifZ 2hM , h2M2 ThM 2cV 



d(p. 



Wählen wir 



„ 2hM , h2M2 

hM 2c_ 

so gewinnen wir die einfache Form 
. dz 

- fa2-z2 
Jäger, Tbeoreüsche Physik I. 3 
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84 Mechanik eines Massenpunkts. 

Das gibt integriert 

arccos— = Q? + C, 

(K ^ 

Z=ÄCOS(99 + C). 

Setzen wir nim für z wieder seinen Wert ein, so 
erhalten wir nach einigen Umformungen 

4c2 
hM 



r = 



-cos(9? + C) 



hM 

Wir wollen den Winkel (p so wählen, daß für 9? = 

r ein Minimum wird. Dies ist der Fall, wenn wir die 

Konstante (j = n setzen. Unsere Gleichung wird nu 

4jc2 

hM 
r = . (11. 

i.+Xm""'^ 

Je nachdem 

hM > 

ist, haben wir in (11) die Gleichung einer Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel vor uns. Diese drei Kurven 
sind also an die Bedingung 

geknüpft, was man leicht erhält, wenn man den Wert 
für X wieder einführt. 

Sind für eine Ellipse die beiden Halbachsen a und b, 

setzen wir a^ — b^ = e^ und — == €, so gilt die Gleicbung 

a 
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1: = 



I + 6COS9? 



Die Fläche der Ellipse ist f = jrab = 7ra2yi — «^ 

In unserem Fall ist die Fläche aber auch gleich cT, 

wenn T die Umlaufszeit des Massenpunkts m um M ist. 

Es ist demnach 

cT = jra2yi-£2 

oder 

c2T2 = jr2aMl-62). 

Gleichung (11) ergibt aber 

mithin 

4 c2 

c2T2 = jr2a3:— p 

hM 
oder 

a» hM 



/ Den von uns gerechneten Fall können wir auf die 
Planetenbewegung anwenden, wenn wir M als die Sonne, 
m als einen Planeten ansehen. Kepler fand dafür 
folgende Gesetze: 

„1. Der Radiusvektor von der Sonne nach 
dem Planeten beschreibt in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen. 

2. Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren 
einem Brennpunkt sich die Sonne befindet. 

3. Die Quadrate der ümlaufszeiten zweier 
Planeten verhalten sich wie die Würfel der 
halben großen Achsen ihrer Bahnen." 

Wir finden diese drei Gesetze in den Gleichungen (9), 
(11) und (12). 
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36 Mechanik eines Massenpunkts. 

§ 17. Prinzip der virtnellen Verschiebungen. 

Wirken auf einen Punkt verschiedene Kräfte nach 
verschiedenen Richtungen und geben wir ihm eine sehr 
kleine Verschiebung ^s, so wird jede Kraft P dabei 
eine Arbeit ^A leisten, welche nach § 13 gegeben ist 

wenn & der Winkel ist, welchen Kraft und Verschie- 
bungsrichtung einschließen. Es ist also 

^scosi> = ^p 
die Projektion der Verschiebung auf die Richtung der 
Kraft. Ist nun vr>ü a 

so wird bei der Verschiebung keine Arbeit ge- 
leistet, d. h. die Kräfte müssen in der Verschiebungs- 
richtung eine Resultierende gleich NuU haben, sie müssen 
im Gleichgewicht sein. 

Zerlegen wir die Kräfte nach den drei Achsen eines 

Koordinatensystems, so wird unser öleichgewichtssatz 

2'P^p = X^x + Y3y + Z3z = 0. (13^ 

Sollen die Kräfte nach allen Richtungen des Raums im 

Gleichgewicht sein, so muß 

mithin auch 

X = Y = Z = (14) 

sein, da wir ja die Verschiebung auch in einer der 
Koordinatenachsen vornehmen können, imd dann die 
Projektionen auf die beiden anderen von selbst gleich 
Null werden. Die Kräfte heben sich also wirklich 
gegenseitig auf. 

Dieses Prinzip für das Gleichgewicht eines Systems 
von Kräften nennt man das Prinzip der virtuellen 
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Yerschiebungen. Es rührt von Lagrange her und 
kann etwa folgendermaßen formuliert werden: Ein 
System von Kräften befindet sich im Gleich- 
gewicht, wenn bei einer unendlich kleinen Ver- 
schiebung des Angriffspunkts keine Arbeit ge- 
leistet wird. 

Ist der Punkt nicht nach allen Richtungen frei 
beweglich, sondern ist er genötigt, auf einer bestimmten 
Fläche oder Linie zu bleiben, so kann dies folgender- 
maßen in Rechnung gezogen werden. Die Gleichung 
der Fläche, welche der Punkt nicht verlassen kann, sei 

F(x,y, z) = 0. 

Geben wir daher dem Punkt eine Verschiebung ^s, 
deren Komponenten ^x, dj, dz sind, so muß auch 
die Gleichung 

F(x + (Jx, j + dj, z + dz) 
6Y dF d¥ 

erfüllt sein und damit auch 

ÖF ßF. ^ÖF. ^^ 

^r- dx + — dy + 3— ^ z = . 

.dx dj '^ dz 

Diese Gleichung läßt sich mit (13) zu folgender vereinigen : 

wobei k ein willkürlicher Faktor ist. 

Diese Gleichung kann wegen der Willkür des Ko- 
ordinatensystems nur bestehen, wenn 



x+.||==o, 
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38 Mechanik eines Massenpnnkts. 

6'E 
Y + A^ = 0, (15) 

dz 

Hätten wir die Bedingung gestellt, der Punkt müsse 
auf einer Linie bleiben, so wären zwei Bedingungs- 
gleichimgen, etwa f(x, y, z) = und f^ (x, y, z) = 
zu (13) hinzugekommen. Das Resultat wäre dann 

ox '^ ox 

dy ^^y 

dz ^ dz 

X und fi sind ganz willkürliche Faktoren, deren Wert 
sich aus den vorhandenen Kräften ermitteln läßt. 

Nehmen wir an, ein Massenpunkt m, auf den nur 
die Schwerkraft wirkt, soll auf einer Kugelfläche bleiben, 
deren GHeichung 

x2 + y2 + z2 — a2 = 0. 
Es ist also 

r)P^ r5P^ t)'V 

X = Y=0, Z = -mg, ^ = 2x, Ji = 2y, J^=2z. 

ox oy dz 

Nach den G-leichungen (15) ist daher 

2Ax=2Ay = 0, 
das heißt 

x = y = 0. 

Für z folgt jetzt aus der Kugelgleichimg 
z = + a. 
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Prinzip von d'Alembert. 39 

Der Massenpunkt ist also bloß an zwei Punkten, näm- 
lich am obersten und untersten der Kugel im Gleich- 
gewicht. Danach ergibt sich auch der Wert von A aus 
der GHeichung 

--mg+2Aa=0. 

§ 18. Prinzip von d'Alembert. 

Dieses lautet: Sind die Kräfte, welche auf 
einen Punkt wirken, nicht im Gleichgewicht, 
so können wir immer eine Kraft hinzufügen, 
welche ihnen das Gleichgewicht hält, und so- 
dann das Prinzip der virtuellen Yerschiebungen 
anwenden. Die Komponenten der zugefügten Kraft 
müssen natürlich der Größe nach gleich, der Kichtung 
nach entgegengesetzt den Komponenten der übrigen 
Kräfte sein. Sind letztere 

^dt^ = ^' ^Tt^ = ^' ^dt^^^' 

so muß die hinzugefügte Kraft, welche das Gleich- 
gewicht herstellen soll, die Komponenten —X, — T, — Z 
haben. Dann läßt sich nach Gleichung (13) das Prinzip 
in die Form kleiden 

woraus wiederum leicht die gewöhnlichen Bewegungs- 
gleichungen 

folgen, was die Richtigkeit des Prinzips beweist. 
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40 Mechanik eines Massenpimkts. 

§ 19. Lsgranges Folgernngeii. 

Stellen wir die Bedingung, daß der bewegliche 
Massenpunkt m auf einer Fläche 

F(x, y, z) = 
bleiben soll, so verwandeln sich mit Berücksichtigung 
von (16) die Gleichungen (15) nach Lagrange in 

°^dt^=^+^äi' 

d^y ^,,eF 

d^z „ , .ÖF 
"^dt^=^+^?7' 
was auf mehr Bedingungsgleickiingen erweitert werden 
kann. 

Das Beispiel des § 17 liefert uns also folgende Be- 
wegungsgleichungen : 

m — = 2Ax, 

d^z 
m — = -mg+2Az. 

Nach diesen Gleichungen muß sich demnach ein Massen- 
punkt auf einer Kugelfläche bewegen, wenn er bloß der 
Schwerkraft unterworfen ist. 

Nehmen wir an, die Bewegung finde bloß in der 
(x, z)-Ebene statt, und setzen wir jetzt 
x = asin9?, z = — acos^?, 
d. h. zählen wir den Winkel <p von der negativ^i 
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Punktsystem. 41 

z-Achse aus, es sei ferner x gegen z immer sehr klein, 
was nur möglich ist, wenn sin^? sehr klein ist, so kann 

&iaq) = <p, cos99 = l, 
also 

x = SL(pj z = — a 

gesetzt werden, und wir erhalten die Bew^ungs- 

gleiohmigen ^^2J^ 

dt2 m^ 
und 

= — mg — 2Aa. 

m ff 
Demnach ist X = — —^ imd 
2a 

d^<p g 

dt^ = -7^- 

Das ist aber die aus § 9 bekannte Pendelgleichung, 
wobei wir unter a die Pendellänge zu verstehen haben. 
Tatsächlich ist ja auch die dort behandelte Pendel- 
bewegung nichts anderes als ein spezieller Fall der Be- 
wegung dnes Punkts, wdcher auf einer Kugelfläche 
zu bldben gezwungen ist. 

Aber auch unser allgemeiner Fall setzt sich, wie 
uns die drei Gleichungen lehren, aus drei schwingenden 
Bewegungen, parallel den Koordinatenachsen, zusanmien, 
welche den Pendelgesetzen folgen. 



Mechanik starrer Körper. 
§ 20. Punktsystem. 
Alle Lehrsätze, welche wir in den vorhergehen- 
daa Paragraphen für die Bewegung eines Massen- 
punkts kennen gelernt luib^u, gelten auch für ein 
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42 Mechanik starrer Körper. 

Punktsystem. Unter einem solchen versteht man 
einen Komplex von Massenpunkten, welche sich 
durch Kräfte gegenseitig beeinflussen. Wir 
brauchen zur Lösung eines speziellen Falls nur die Be- 
wegungsgleichungen unter Berücksichtigung aller vor- 
kommenden Kräfte für einen jeden Punkt aufzustellen. 
Erst an einem System materieller Punkte können 
wir so recht den Nutzen der verschiedenen Prinzipien 
erkennen. So genügt z. B. zur Gleichgewichtsbestim- 
mung der einfachen Maschinen vollkommen das Prinzip 
der -sdrtuellen Yerschiebungen. 

§ 21. Schwerpunkt — Massenmittelpiuikt. 

Ist die gegenseitige Lage der materiellen 
Punkte unveränderlich, so haben wir einen starren 
Körper vor uns. Auf diesen wirke nur die Schwer- 
kraft, und wir stellen uns die Frage, ob es einen Punkt 
gibt, welcher unterstützt den Körper in jeder beliebigen 
Lage im Gleichgewicht hält. 

Wir benutzen zur Beantwortung dieser Frage das 
Prinzip der virtuellen Yerschiebungen. Nach § 17 muß 
für ein Punktsystem die Gleichung 

i;(Xdx + Ydy + Zdz) = 
gelten. Für die Schwerkraft reduziert sich diese Glei- 
chungauf 2Z8z = 0, 

da diese ja nur parallel zur z-Achse wirkt, weshalb von 
vornherein -v v n 

zu setzen ist. 

Wir verlegen den Unterstützungspunkt in den Ur- 
spmng des Koordinatensystems und geben dem Körper 
nur eine kleine Drehung 5 9? um die y-Achse. Ein Punkt 
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in der Entfernung r von der y- Achse von der Masse 
m und der Abszisse x erhält die Yerschiebung 

deren Komponente 

dz = 08 — ==xdw 
r 

ist. Die Schwerkraft leistet dabei die Arbeit — nigx5<^, 
welche für sämtliche vorhandene Massenpunkte zu- 
sammengenonunen gleich Null sein muJß. Daraus folgt 

2* — m g X 5 99 = — g 5 99 2* m X = , 

also auch 

2'mx = 0. 

Vollführen wir die Drehung um die x- Achse, so er- 
halten wir als Gleichgewichtsbedingung 

2'my = 0. 

Da es nun für den ünterstützungspunkt gleichgültig sein 
soU, welche Lage immer der Körper einnimmt, so folgt, 
daß auch 

^mz = 
sein muß. 

Selbstverständlich gibt es für jeden Körper einen 
Punkt, welcher diesen Bedingungen genügt. Man nennt 
ihn den Schwerpunkt des Körpers oder auch den 
Massenmittelpunkt; denn man kann sich in ihm 
die gesamte Masse des Körpers vereinigt denken, 
da nur dieser Punkt unterstützt zu werden braucht, 
um der Schwerkraft das Gleichgewicht zu halten. 

liegt der Schwerpunkt nicht im Ursprung des Ko- 
ordinatensystems, sondern hat er die Koordinaten f, iy, 
f, so können wir die Koordinaten der einzelnen Massen- 
punkte 
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x = xi + f, y = yi + ^, z = zi + c 

setzen. Wied^um muß dann gelten 

Um Xi = Um. y^ = Um z^ = , 
also auch 

woraus folgt 

2!mx = S2!m, 
oder 

2!mx -2'my ^mz 

^^~Y^' '^^~2^' ^^"2^* 
Das sind die Formeln, nach welchen man den 
Schwerpunkt des Körpers findet. 

§ 22. Schwerpunkt einer Linie. 

Haben ^vir einen lini^örmigen Körper, etwa einen 

Draht, dessen Längeneinheit die Masse fi besitzt, so ist 

für denselben ^ r ^, 

2m=j/4al = /Al, 

2'mx=y^/ixdl, 
wenn wir imter 1 die Länge des Körpers verstehen. 
Danach wird 

_/xdl /xdl 

^^Tdr^"!""' 

Es liege z. B. ein Kreisbogen von der Länge 1 imd 

dem Öffnungswinkel 2(pQ symmetrisch zur x-Achse in 

der (x, 2)-Ebene. Fiir ihn ist x = rco899, dl = rd99, 

daher 

r t"^"* 

jxdl=jr'^co&q)d(p= 2r2sin9?o 

und 

2r2sin9?o_cr 
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wenn c die Länge der Sehne ist. Für den Halbkreis 
gut somit, da c = 2r und l = ji:r ist, 




§ 23. Sohwerpmikt einer Fläche. 

Nach demselben Yorgang wie bei einem linien- 
fönnigen Körper erhalten wir für einen flächenfönnigen 
die Gleichung 

_/xdF z 

wobei F die Fläche des Kör- 
pers bedeutet Analoge Formeln 
ergeben sich für rj und C- 

Wir wollen z. B. aus einer 
Parabel, deren Gleichung 

z2= 2px 
ist, eine Fläche herausschneiden, welche von den Strecken 
a, c und dem Parabelbogen (Fig. 3) begrenzt ist. Wir 
finden 

a a 

F =Jz dx =J/2p /x dx = |/2p a /ä = I ac, 
femer 

Jxd F =yjxdxdz =yxzdx =jx y2px dx = |y2p x^^ . 
Das ist zwischen den Grenzen imd a zu nehmen, daher 
/xdF = |-a2c 

/"xdF 



imd 
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46 Mechanik starrer Eörper. 

Gleicherweise finden wir 

Tragen wir f und f als Abszisse und Ordinate auf, so 
haben wir den Schwerpmikt S (Fig. 3) gefunden. 



§ 24. Schwerpunkt eines Körpers. 

Für einen Körper ist 



/xdY /ydY 



C = ^ 



fzdY 



* Y > '/ Y j * Y ' 

wobei Y das Yolumen des Körpers bedeutet. 

Als Beispiel für eine derartige Schwerpunktsberech- 
nung möge folgende Aufgabe gelöst werden. Es ist der 

Schwerpunkt eines Kugel- 
segments zu bestimmen. Die 
Gleichung der Kugel sei 

x2 + y^ + z* = a^. 
Wir legen durch den 
Punkt A (Fig. 4) eine Ebene 
senkrecht zur x -Achse und 
in der Entfernung dx eine 
Parallele dazu. Dadurch wird 
aus der Kugel eine Scheibe vom Yolumen 

jrAC2dx = jr(a2 — x2)dx 
herausgeschnitten. Das Yolumen des Kugelsegments 
ist demnach 

Y=.^y(a2-x2)dx = ^(^-a«ö^-f|^), 




Fig. 4. 



wobei (X der kleinste Wert 
wir zu bilden 



von X ist Femer haben 
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fY=mxdxdy<iz=/jrx(a2 — x2)dx 

Betrachten wir den Fall der Halbkugel, so dx = 0, dann 
3a 
^ 8 



§ 25. Gnldins Theorem. 

Wenn die ebene Kurve AB (Mg. 5) um die Achse 
X rotiert, so erzeugt sie eine Eotationsfläche vom Inhalt 

= 2jr/zdl. 
Für die Ordinate des Schwer- 
punkts gilt 



C = 



/zdl 



1 



Fig. 5. 



daher ist 

= 2jrfl. 

Das heißt: Alle Kurven von 
derselben Länge und demselben Schwerpunkt 
erzeugen Kotationskörper gleicher Oberfläche. 
Es rotiere z. B. ein Halbkreis (Fig. 6). Die dadurch 
entstehende Kugeloberfläche ist 

4ji;a2 = 2ji:f-jra=2jr2af, 
woraus 



f = 



2a 



TZ 




Fig. 6. 



folgt, was wir bereits im § 22 
gefunden haben. 

Durch die Rotation des Kreises (Fig. 7) erhält man 
einen Wulst. Dessen Oberfläche muß nach unserer 
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^^^ = 2jrb.2:7rc = 4:Ä2bc 

sein. 

Lassen wir anstatt einer Kurve ein beliebig be- 
grenztes Stück F der xz -Ebene um die x-Achse rotieren, 
so gilt für dessen Schwerpunkts- 
ordinate die Gleichung 
CF==/zdxdz. 

Das Yolumen des Rotationskörpers 

ist ,. 

//2jrzdxdz = 2jrCF. 

^ Als Beispiele dafür können uns 




Fig. 7. die bereits betrachteten Fälle 

dienen. Der Inhalt der durch 
Rotation des Halbkreises (Fig. 6) entstehenden Kugel ist 

4 jr a^ ^ ^ :7r a^ 
^- = 2.C. — , 

woraus folgt 

4a 
C= — . 
3 Ji: 

Für den Inhalt des Wulstes (Fig. 7) ergibt sich 
2jrb.Ji:c2 = 2ji:2bc2. 
Diese Beziehung zwischen Oberfläche und Inhalt 
eines Rotationskörpei*s und der Schwerpunktordinate der 
erzeugenden Kurve resp. Fläche büdet den Inhalt des 
nach seinem Entdecker Guldin benannten Theorems. 

§ 26. Ortsyerändernng eines starren Körpers. 

Jede Lagenänderung eines starren Körpers kann in 
zwei Yorgänge zerlegt werden, nämlich in eine Orts- 
veränderung des Schwerpunkts, wobei sich alle 
übrigen Punkte parallel zum Schwerpunkt und zu sich 
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selbst bewegen, iind in eine Drehung um den 
Schwerpunkt. 

Jedes Kräftesystem, das eine Kesultierende gibt, 
die nur im Schwerpunkt angreift, wird nur eine 
Parallelverschiebung des Körpers bewirken 
können, aber keine Drehung, wie wir dies am Beispiel 
der Schwerkraft gesehen haben. Umgekehrt dürfen 
Kräfte, welche nur eine Drehung des Körpers um 
den Schwerpunkt hervorbringen sollen, keine Kom- 
ponente besitzen, welche im Schwerpunkt angreift. 

§ 27. Kräftepaar. 
Zwei Kräfte, welche gleich groß und ent- 
gegengesetzt gerichtet an zwei verschiedenen 
Punkten eines Körpers angreifen, nennt man 
ein Kräftepaar. Dieses hat die Eigenschaft, keine 
Schwerpunktsbewegung bewirken zu können, was 
man unmittelbar aus einer virtuellen Parallelverschiebung 
des Körpers erkennt. Jede Kraft leistet dabei dieselbe 
Arbeit, aber in entgegengesetztem Sinn, d. h. die G-e- 
samtarbeit ist gleich Null, bezüglich des Schwerpunkts 
befinden sich die Kräfte im Gleichgewicht. Die 
Drehung des Körpers muß um eine Achse vor sich 
gehen, welche durch den Schwerpunkt geht und senk- 
recht auf der Ebene des Kräftepaars steht, da 
keine Kraftkomponente parallel zur Achse vorhanden ist. 

§ 28. Drehnngsmoment — Trägheitsmoment. 
Infolge des Kräftepaars A B (Fig. 8) dreht sich ein 
Körper um die Achse 0, welche senkrecht zur Bild- 
ebene zu denken ist. A und B seien die Angriffs- 
punkte der Kräfte P. Ihr Abstand von sei a und b 
und die Senkrechten von auf P entsprechend p^ und pg . 

Jäger, Theoretische Physik L 4 
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Wir lassen den Körper eine Drehung um den Winkel 
dcp machen. Dabei leisten die Kräfte P die Arbeit 

PaÖ99Cosa = Ppi 6(p 
und 

PbÖ9?cos)S==Pp2 dcp. 
Die öesamtarbeit ist also 

P(Pi + P2)^9^=Pp^9^, 
wenn wir mit p den Ab- 
stand A'B' der parallelen 
Kräfte bezeichnen. 

Nennen wir den Ab- 
stand eines Massen- 
punkts m von der Dre- 
hungsachse r, so be- 
schreibt er den Weg 

s = Yd(p, 

Die Kraft, welche auf ihn wirkt, ist gegeben durch 

d^s d2g? 

m-— - = mr-T-^ . 

d t2 d t2 

Das Produkt aus Kraft und Weg ergibt sodann dit» 

geleistete Arbeit mr^— -^ög?. Die Summe davon für 
dt^ 

alle Massenpunkte muß gleich der Arbeit des Kräfte- 
paars sein: 




Fig. 8 



oder 



dt2 



2mv^-^d(p = V^dq) 



dT2" 



2'mr2=.Pp. 



(17) 



Die G^röße Pp wird das Drehungsmoment des 
Kräftepaars genannt. Die Größe mr^, d.h. das Produkt 



DigitizedbyLjOOQlC 
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aus der Masse eines Punkts in das Quadrat seiner Ent- 
fernung von der Drehungsachse nennt man sein Träg- 
heitsmoment. Die Summe aller Trägheitsmomente 
^mr^ heißt dann das Trägheitsmoment des Körpers 
bezüglich der Achse 0. 

§ 29. Ähnlichkeiten zwischen geradlini|^er und 
drehender Bewegoni^. 

Falls (p der Drehungswinkel ist, welchen ein Körper 
in einer bestimmten Zeit beschreibt, so können wir in 

Analogie zur geradlinigen Bewegung — ^ seine Winkel- 

geschwindigkeit imd — — seine Winkelbeschleu- 
nigung nennen. 

Für eine bestimmte Lage der Drehungsachse ist 
das Trägheitsmoment eine konstante Größe. Wir er- 
fahren dann aus Gleichung (17), daß das Drehungs- 
moment einfach proportional der Winkelbeschleunigung 
zu setzen ist. Wir können also die drehende Bewegung 
dnes Körpers mit der Bewegung eines Massenpunkts 
in vollständige Analogie bringen, wenn wir die Begriffe 
der Masse, Beschleiuiigung und Kraft durch jene des 
Trägheitsmoments, der Winkelbeschleunigung und des 
Drehungsmoments ersetzen. 

Diese Analogie geht noch weiter. Projizieren wir 
die Fläche, welche der Badiusvektor eines Massenpunkts 
bei der Drehung um einen gewissen Winkel beschreibt, 
auf die drei Ebenen eines rechtwinkeligen Koordinaten- 
systems, so können wir die so erhaltenen Flächen als 
von Drehungen herrührend ansehen, welche der Punkt 
um die X-, y- und z- Achse macht. Es sind das also 
die drei Komponenten, während umgekehrt die lu-sprüng- 
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liehe Drehung die Eesiütierende dieser drei Kom- 
ponenten ist. 

Dasselbe gilt auch für das Drehungsmoment Pp. 
Wir können es durch ein Eechteck von den Seiten P 
imd p darstellen. Die Projektionen auf die drei Koordi- 
natenebenen bilden dann wieder Parallelogramme, deren 
Fläche die G-röße der Drehungsmomente um die x-, y- 
imd z- Achse darstellt. 

Unsere G-leichung (17) sagt gar nichts darüber aus, 
wo die Angriäspunkte der Kräfte zu liegen haben und 
wie diese gerichtet sind. Daraus geht ohne weiteres 
hervor, daß man ein Kräftepaar, ohne seine Wir- 
kung zu ändern, in jeder Weise verschieben 
kann, wofern nur die Normale zu seiner Ebene 
immer dieselbe Richtung behält. 

§ 30. Kräfte, welche nicht im Schwerpunkt eines 
starren Körpers angreifen. 

Wir lassen nun ganz allgemein eine Kraft K (Fig. 9) 
in einem beliebigen Punkt A eines starren Körpers von 
der Masse M angreifen. Im Schwer- 
punkt S bringen wir zwei neue Kräfte 
K' und K" an, welche entgegengesetzt 
gerichtet, im übrigen jedoch der Kraft 
K parallel und gleich sein sollen. In- 
folge der Kraft K' = K wird der Körper 
Fig. 9. ^^^® fortschreitende Bewegung erhalten, 

für welche wir die Gleichungen auf- 
stellen können, als wäre die ganze Masse M im Schwer- 
punkt vereinigt. Gleichzeitig erhält der Körper aber 
auch durch das Kräftepaar KAS eine Drehung um 
den Schwerpunkt, wie sie durch Gleichung (17) dar- 
gestellt wird. 
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Die Kraft K habe die Komponenten X, Y, Z, der An- 
griffspunkt die Koordinaten x^j^t,, der Schwerpunkt des 
Körpers falle mit dem Ursprung des Koordinatensystems 
zusammen. Die Kraft X erzeugt somit um die y- Achse 
ein Drehungsmoment Xz, um die z-Achse das Moment 
— Xy. Ähnlich verhält es sich mit den Kräften Y 
und Z, so daß wir um die x-Achse das Drehungsmoment 

Zy-Yz 
und gleicherweise um die y- Achse das Moment 

Xz-Zx 
und mn. die z- Achse 

Yx-Xy 
erhalten. Wir müssen nämlich ein Drehungsmoment 
positiv oder negativ setzen, je nachdem es, gegen 
den Ursprung des Koordinatensystems betrachtet, eine 
Drehung im Sinne des Uhrzeigers oder eine entgegen- 
gesetzte hervorbringt. 



§ 31. Steiners Satz. 

Wir nahmen bisher an, der Körper 
sei vöUig frei beweglich und die 
Drehung geschehe um den Schwer- 
punkt. Wir wollen jetzt den Körper 
so lagern, daß er sich nur um eine 
feste Achse drehen kann. Genau 
wie im § 28 können wir auch für 
den jetzigen Fall die Gleichung (17) 
ableiten, nur bezieht sich dann 
das Trägheitsmoment -Zmr^ auf die 
feste Drehungsachse des Körpers. 

Wir hängen einen Körper in einem beliebigen 
Punkt A (Fig. 10) so auf, daß er sich nur um eine 
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Achse senkrecht zur Bildebene drehen kann. Wir suchen 
bezüglich dieser Achse A das Trägheitsmoment ^mr^. 
Den Schwerpunkt machen ^vir zum Ursprung 
eines rechtwinkeligen Koordinatensystems. Die z- Achse 
geht also durch A und es sei OA = d. Dann ist 

r2=rj4-d2— 2ridcosa, 
imd das Trägheitsmoment 

2'm r2 = 2'm rf + d2 ^m — 2 d -Zmri cosa . 
Nun ist aber 2'm = M, d.i. gleich der Masse des 
Körpers, während 

^mr^ cosa = -Zmz = 
ist, da die Koordinatenachse durch den Schwerpunkt 
geht. Es bleibt also 

2'mr2 = 2'mrf + Md2. 
Das Trägheitsmoment um eine willkürliche Achse setzt 
sich also aus zwei Trägheitsmomenten zusammen. Das 
eine Md^ wäre vorhanden, wenn wir uns die gesamte 
Masse des Körpers im Schwerpunkt vereinigt dächten. 
Dazu kommt noch ein Trägheitsmoment bezüglich einer 
Achse, die diu*ch den Schwerpunkt des Körpers geht 
imd zur eigentlichen Drehungsachse parallel ist. Dieser 
Satz rührt von Steiner her. 

§ 32. Physisches Pendel — reduzierte Pendellänge. 

Ein starrer Körper soll sich nur um die y- Achse 
drehen können. Das Drehungsmoment ist dann nach 
§ 30 Xz — Zx. Drehende Kraft sei nur die Schwere. 
Ein Massenpunkt verursacht daher die Kraftkomponenten 

X = 0, Z = -mg, 
die ein Drehungsmoment mgx erzeugen. Das gesamte 
Drehungsmoment des Körpers wird also 
-Zmgx = gMf 
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sein, wenn M seine Masse und f die Schwerpunkts- 
abszisse ist. 

Nach (17) gilt nun die Gleichung 

wenn wii- das Trägheitsmoment des Körpers -2'mr2 = K 

setzen. Ist der Abstand des Schwerpunkts von der 

Drehimgsachse a und schließt sein Eadiusvektor mit der 

z- Achse den Winkel q? ein, so | = asin9?, der "Winkel 

mit der negativen z- Achse tp = 7z — (p. Die Gleichung 

wird jetzt 

d^w gMa . 

Das ist aber genau dieselbe Gleichung, wie wir sie 

für das einfache Pendel in § 9 erhalten haben, wenn 

gMa g 

wir durch — ersetzen. Wir nennen daher einen 

K. 1 

in dieser Weise schwingenden Körper ein physisches 
Pendel im Gegensatz zum einfachen oder mathe- 
matischen Pendel. 

Dieses hat eine Schwingungsdauer 



das physische hingegen 



in 



La 
Für gleiche Schwingungsdauem muß also 

sein, weshalb man diese Größe auch die reduzierte 
Pendellänge nennt. 
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§ 33. Reyersionspendel. 

Wii' wissen bereits, daß. das Trägheitsmoment 

K = T + Ma2 

ist, wobei wir unter T das Trägheitsmoment bezüglich 

einer parallelen Achse durch den Schwerpunkt verstehen. 

Die reduzierte Pendellänge ist demnach 

Ma Ma"^^' 
Zur Bestimmung von a erhalten wir eine quadratische 
Gleichung 

a^-al + ^=0. (18) 

Die Wurzeln dieser Gleichung seien a^ luid a^ . Ziehe 
ich daher um den Schwerpunkt zwei Kreise mit den 
Kadien a^ und a^ , so hat der Körper für jeden Auf- 
hängepunkt, der in eine solche Kreisperipherie fällt, 
dieselbe Schwingungsdauer, deren reduzierte Pendel- 
länge, ^viG aus (18) folgt, l = a^+a3j ist. 

Sucht man daher zwei Punkte auf, welche 
mit dem Schwerpunkt in einer Geraden liegen, 
vom Schwerpunkt verschiedene Entfernung 
haben, aber gleiche Schwingungsdauer be- 
wirken, so ist der Abstand dieser Punkte die 
reduzierte Pendellänge. Ein solches Pendel nennt 
man ein Reversionspendel, und es dient dazu, die 
Beschleunigimg der Schwere g zu ermitteln. 

Kenne ich den Schwerpunkt, so ist mir auch a^ 
und ag, folglich auch nach der Gleichimg 

T _ 
— % a^ j 

welche aus (18) folgt, das Trägheitsmoment bekannt. 
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§ 34. Trägheitsmoment eines Parallelepipeds. 

Wir nehmen den Mittelpunkt des Parallelepipeds 
als Ursprung eines Koordinatensystems an, dessen Achsen 
parallel den Kanten des Parallelepipeds liegen. Die 
Drehachse gehe durch den Mittelpunkt parallel zur 
y- Achse. Das Trägheitsmoment -Zmr^ ist daher ge- 
geben durch 

+a+b+e 

T =1 1 1^ (x2 + z2) dx dy dz = — ^-'^ ? (a^ + c^) 

— a — b — c 

= f (a^ + c^), 

wenn wir die Kanten des Parallelepipeds 2 a , 2 b und 
2 c nennen, ein Massenteilchen 

m = ^dxdydz 
setzen, wobei q also die Masse der Volumeinheit, 
die Dichte des Körpers ist, und überlegen, daß 
r2=x2 + z2 ist. 

Wir nehmen nun an, das Prisma sei sehr schmal, 
so daß a gegenüber c vernachlässigt werden kann. 

Dann ist ,, „ 

Mc2 

3 ' 

Für dieses Prisma suchen wir zwei Aufhängepunkte, 

die ein Eeversionspendel ergeben. Nach Gleichimg (18) 

haben wir 

a2_la + ^ = 0. 
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Ist die Gesamtlänge des Stabes 2 c = L , so erhalten 
wir .für a nur dann einen möglichen Wert, wenn 
L2 

Femer muß aber auch 

L 

sein, woraus für ein Pendel von gegebener Schwingungs- 
dauer ganz bestimmte Grenzen der Stablänge folgen. 
Für ein Sekundenpendel liegen dieselben zwischen un- 
gefähr 150 und 170 cm. 

§ 35. Trägheitsmoment einer Kugel. 

Der Mittelpimkt der Kugel sei wiederum der Ur- 
sprung eines rechtwinkeligen Koordinatensystems. Wegen 
der allseitigen Symmetrie ist natürlich für jede Achse 
durch den Mittelpunkt das Trägheitsmoment dasselbe. 
Für eine Kugelschale vom Eadius r gilt daher 

T = 2'm (y2 + z2) = 2'm (x2 + z2) = ^'m (x2 + y2) . 
Alle drei Summen addiert, ergibt 

3 T = 2 2* m (x2 + y2 + z2) = 2 2* m r2 , 
oder 

T = |2'mr2. 

Dehnen wir dieses Eesultat auf die YoUkugel aus, 
so können wir 

setzen, und es wird 

2 m r^ = 4 JT qJt^ d r = 4- jt ^ r^ , 



wenn r der Radius der Yollkugel ist. Die Masse dieser 
Kugel ist TiT 1 s 
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Das Trägheitsmoment der Yollkugel kann dalier auch 
geschrieben werden 

T = |2'mr2=f Mr2. 
Hängen wir demnach eine Kugel an einem sehr 
dünnen Draht von der Länge L auf, dessen Masse 
gegenüber jener der Kugel vernachlässigt, werden kann, 
so wird die reduzierte Pendellänge 



1 = 



K 



|Mr2 + (L + r)2M . , . 2. 
- = L + r + -- 



Ma M(L + r) ' ' 5L + r* 

Es ist die reduzierte Pendellänge also größer als die 
Entfernung des Kugelmittelpunkts vom Aufhängepunkt, 
doch wird der Unterschied für eine kleine Kugel sehr 
gering. 

§ 36. Trägheitsmoment am eine beliebige Achse — 
Trägheitsellipsoid. 

Die Achse OA (Fig. 11) werde als Drehungsachse 
gewählt. Sie bilde mit den Koordinatenachsen die 
Winkel«,/?,)'. Ein Massen- 
punkt m habe die Ko- 
ordinaten X, y, z, also 
r2 = x2 + y2 + z2, und es 
schließe r mit OA den 
Winkel d ein. p sei die 
Entfernung des Punkts m 
von der Drehachse. Dann 
ist das Trägheitsmoment 
2'mp2 = 2'mr2sin2d 

= 2'm(r2 — r2cos2d). 
Wir wissen weiter, daß 

X y z 

cosi? = — cos«; + - cosj5 -1 — cosr , 
r r '^ r 




Fig. 11. 
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wonach wir für das Trägheitsmoment erhalten 
K = 2'm(r2 — r2cos2t?) 
= 2'm(x2 + y2 + z2 — x^cos'^a — y2cos2^ — z2cos2j^ 
— 2 yz cos^ cos/ — 2 zx cosj' cosöt — 2 xy cosa cosjS) . 

Bedenken wir noch, daß 

C0S2a -f C0S2^ -f C0S2/ = 1 , 

also 

X2 — x2 C0S2 a = X2 C0S2/J + x2 C0S2/ 

USW. ist, so können wir das Trägheitsmoment leicht 
auf die Form bringen 

K = cos2 a 2'm (y2 + z2) + C0S2/J 2'm (z2 + x2) 
+ cos2 j^ Um (x2 + y2) — 2 coSjS cosyüm y z 
— 2cos)'Cosöt-2'mzx — 2 cosacoS)8-2'mxy . 

Wir wollen nun von aus auf der Achse A die 
Strecke 1 

0N = -- 
/K 
abschneiden. Es ist daher 

T=^~ = A cos2«; + B cos2)5 4- C cos2y — 2 D cosj5 cosy 
N 

— 2 E cosy cosa — 2FcosacoS)8. 

Wir haben hier -2'm(y2-|-z2) = A usw. gesetzt. 

Für N seien die Koordinaten f, ?y, Cj also ONcosa 
= f, usw. Dann folgt für unsere Gleichung, wenn 
wir beide Seiten mit ÖN^ multiplizieren, 
l=Af2 + B^2_^CC2-2D?7C— 2ECf-2Ffiy. 

Das ist die Gleichung eines EUipsoids. Ein Hyper- 
boloid kann sie nicht darstellen, weil sonst auch Träg- 
heitsmomente von beliebig kleiner Größe vorhanden sein 
müßten, was ein Widerspruch wäre. 
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Fallen die Koordinatenachsen mit den Achsen des 
EUipsoids zusammen, so erhalten wir eine einfachere 
Grleichung, welche nur die Glieder mit P^ rj^ und P 
enthält. 

Für einen jeden Körper ist also für jede beliebige 
Drehungsachse durch obiges Ellipsoid das Trägheits- 
moment gegeben, weshalb man es auch das Träg- 
heitsellipsoid nennt. Dasselbe kann für spezielle 
Fälle natürlich auch ein Kotationsellipsoid oder eine 
Kugel sein. Die drei Achsen des Ellipsoids nennte 
man die Hauptachsen des Trägheitsmoments 
oder kürzer die Hauptachsen der Trägheit. 

§ 87. Bewegung eines festen Körpers um einen festen 
Punkt — Eulersche Gleichungen. 

Wir machen den festen Punkt, um welchen die 
Drehung des Körpers stattfinden soU, zum Koordinaten- 
ursprung eines rechtwinkeligen 
Koordinatensystems. Die Winkel- 
geschwindigkeit w habe die Kom- 
ponenten p , q , r. Die Bewegung, -^^ 
welche ein Punkt infolge einer j^4!r\ 
kleinen Drehung tun die x-Achse :t"*^"\\ 

macht, ergibt sich leicht aus __J ^7^ 

Fig. 12. In derselben ist die 

X-Achse senkrecht zur Büdebene ^^* 

gedacht In der Zeit dt gelange der Punkt M nach 

M'. Diesen Weg zerlegen wir in die Komponenten 

MP parallel zur y-Achse und PM' parallel zur z-Achse. 

Nim ist 

MP = — MM'« sin99 = — OMpdtsin99 = — zpdt, 
da OMsin^ = z die Ordinate des Punktes M ist. 

Digitized by Lj OOQ IC 



62 Mechanik starrer Körper. 

Gleicherweise ergibt sich parallel zur z -Achse 

PM' = ypdt. 

Auf analoge Weise können wir die Drehungen um die 

y- und X-Achse in Bewegungen parallel zu den drei 

Achsen zerlegen. 

Infolge sämtlicher drei Drehungen wird also der Punkt 

dx 
eine Geschwindigkeit -r— parallel zur x- Achse usw. 

erlangen, welche wir leicht erhalten, wenn wir den 
gesamten Weg parallel zur Achse durch die Zeit dt 
dividieren. Das Ergebnis ist 

dx 

dt 



— = qz-ry. 



— = rx-pz, 



dy 
dt 

dz 

j^ = py-qx. 



Erinnern wir uns nun, daß das Drehungsmoment 
um die x- Achse durch Zy — Yz (§ 30) gegeben ist, 

d2 y d^Z 

wobei Y = ^m-^r-^ und Z = ^m— — ist, so können 
dt2 dt2 ' 

wir die Bewegungsgleichungen des Körpers finden, wenn 

dx 
wir unsere Werte für ^r— usw. benutzen, 
dt 

Wir bilden vorerst 

dz dy 
y-^j-z^:^ = Py^ — qxy — rxz + pz2 

= P(y^ + z2) — x(qy + rz) 
= p(x2 + y2-f z2) — x(px + qy4-rz) . 
= p^2_x(px + qy + rz), 
wobei x2 + y2-|-z2 = ^2 gesetzt wurde, 
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Durch Differentiation dieser Gleichung nach t er- 
halten wir nun 



dt'^ 


d^z 
^dt*- 

^(px+qy + rz 


d^y 
"dT^ 

)-x(3 


dp 
dt 


+^:-:+ 


dr^ 

""dt; 


Das Glied 















)• 



dx dy dz 

PdT + nt+^dt = ^- 

Es sind nämlich ~, -^, — die Eichtungskosinus der 
www 

Drehungsachse, und das vernachlässigte Glied stellt 

demnach nichts anderes als die mit w multiplizierte 

Geschwindigkeit parallel dieser Achse dar. Eine solche 

Geschwindigkeit ist aber nicht vorhanden. 

dx 
"Wir setzen nun anstatt -j— wieder seinen Wert 

dt 

qz — ry ein, multiplizieren aus, summieren über sämt- 
liche Massenpunkte und lassen die Koordinatenachsen 
mit den drei Hauptträgheitsachsen zusammenfallen. 
Für diesen Fall werden alle Glieder, welche die 
Koordinaten nicht als Quadrate enthalten, gleich Null, 
und es bleibt uns nur 

Nennen wir nun die Drehungsmomente um die drei 
Achsen L, M, N, die Trägheitsmomente A, B, C, so 
erhalten wir die drei Gleichungen 



A||+(C-B)qr = L, 
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B|| + (A-^C)rp = M, (19) 

c|| + (B-A)pq = N. 

Wir können nämlich2'm(y2_z2)=2'm(x2+y2—x2—z2) 
= C — B setzen. 

Diese Gleichungen wurden von Euler aufgestellt. 
Sie setzen voraus, daß die Trägheitsmomente A, B, C 
konstante Größen sind. Das wii'd aber, wenn die 
Drehungsachse mit der Zeit ihre Lage ändert, im all- 
gemeinen nicht der Fall sein. Dem können wir aber 
ausweichen, wenn wir einfach nach dem Vorgang Eulers 
während der. Rotation des Körpers das Koordinaten- 
system sich ebenfalls so bewegen lassen, daß die Be- 
dingung konstanter Trägheitsmomente erhalten bleibt. 

§ 38. Freie Achse. 

Ein Körper drehe sich sehr rasch um die z-Achse, 
habe hingegen sehr geringe Winkelgeschwindigkeiten 
um die x- und y-Achse. Es ist also r gegen p 
und q sehr groß, so daß wir das Produkt pq 
gegen r vernachlässigen können. Femer soU an unserm 
Körper kein Drehungsmoment angreifen, also L = M 
= N = sein. Wir erhalten dann aus den Gleichun- 
gen (19) 

dr 

r = const. 
Setzen wir nun 

C~B , A-C 
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so ergibt sich weiter 

Differenzieren wir die erste Gleichmig nach t, so 
dt2+%t~^' 



dq 
d 
eingesetzt, ^2 p 



und für -— seinen Wert ans der zweiten Grleichung 
dt 



dt2 

Nach dieser Gleichung ist p eine periodische Funktion 
der Zeit, wenn A ju negativ ist, eine exponentielle, wenn 
kju positv (§§ 9, 10). In letzterem Fall wird unsere 
Gleichung aber wertlos, da wir sie ja unter der Be- 
dingung abgeleitet haben, daß p inuner klein bleibe. 
Wir haben also lediglich zu untersuchen, wann Xju 

(C-B)(A-C)r2 . . ^. .^ . 

= ^ -j-— — negativ ist. Dies tnfft m zwei 

A A 

Fällen zu, entweder wenn C > t^ , oder wenn C < p. ist. 

Das eine Mal ist also die Kotationsachse die größte 
Hauptachse der Trägheit, das andere Mal die kleinste. 
In diesen beiden Fällen kann ein rasch rotierender 
Körper kleine Stöße und sonstige Störungen erleiden, 
ohne daß dadurch seine Kotationsachse eine wesentliche 
Lagenänderung erleidet, sondern sie macht nui* kleine 
Schwankungen um ihre ursprüngliche Lage. Ein solcher 
Körper behält also seine Lage im wesentlichen bei; wir 
sagen, er rotiert um eine freie Achse. 

Jäger, Theoretische Physik I. 5 
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Jeder Rotationskörper hat als Trägheitsellipsoid ein 
Rotationsellipsoid. Wir können daher, wenn wir die 
Achse des Körpers als Drehungsachse mit der Winkel- 
geschwindigkeit r wählen, A = B setzen und erhalten 
strenge 

Die Achse eines solchen Körpers können wir also nach 
Belieben drehen und wenden, ohne seine Winkelge- 
schwindigkeit zu verändern. 

§ 39. Kreiselbewegimg — - Präzession — Nntation. 

Ein rechtwinkeliges Koordinatensystem OXYZ 
(Fig. 13) legen wir fest, so daß die Z- Achse vertikal 




steht. sei der Unterstützungspunkt des Kreisels. Er 
drehe sich um die Achse C, welche die eine Achse des be- 
weglichen Koordinatensystems sein und mit OZ den Winkel 
'& einschließen soll. OA und OB seien die beiden andern 
Achsen. Die Gerade, in welcher die AB-Ebene die 
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XY- Ebene schneidet, nennen wir Oü, eine zweite 
Gerade senkrecht auf U in der A B-Ebene Y. U 
bilde mit X den Winkel tp, mit A den Winkel q) ; 
diesen Winkel bildet auch OY mit OB. Es gehören 
nun zu den Achsen OA, OB, 00 die Winkelgeschwindig- 
keiten des Kreisels p, q, r; zu den Achsen OU und 
OY die Winkelgeschwindigkeiten u und v. 

Bei einer Drehung um C ändert sich in der Zeit 
dt bloß der Winkel 9? um r dt, bei der Drehung um 
U nur der Winkel ^ um u d t , bei der Drehung um 
OY der Winkel tp um 

UÜ. vdt 

U U' = — -^ = 

sinii^ sini? ' 

der Winkel q? um 

_IL1j'= -ÜFcosi?== - ^cosi?. 

smi? 

Wir erhalten demnach folgende Winkelgeschwindigkeiten : 

dq) vcosi? 

dT^^~ sini? ' 

dt? 

11 = ^' 



oder 



d^ V 
dT"^ sin^' 

M 
^=dt' 

. /. dw 
dt ' 
(\q) dtp 
d t ^ d t 



5* 
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Die Winkelgeschwindigkeiten p und q setzen sich 
bloß aus den Winkelgeschwindigkeiten u und v zusam- 
men, welche um Achsen in derselben Ebene U A YB vor- 
handen sind. Danach ist 

p =: u COS99 4" V sin<^ , 
q = V COS 9:? — u sin 99 . 
Wir bilden nun die kinetische Energie K unseres 
Kreisels. Sie ist gleich der Summe der Energien um 
drei aufeinander senkrechte Achsen (§§ 13, 29) und 
wird dargestellt durch das halbe Produkt aus dem 
Trägheitsmoment in das Quadrat der Winkelgeschwindig- 
keit, also 

K = i(Ap2 + Bq2 + Cr2). 

Wir setzen voraus, der Kreisel sei ein Rotationskörper, 
somit A = B und 
K = iA(p2 + q2) + ^Cr2 = |A(u2 + v2) + |Cr2. 
Führen wir die Winkel d'^ cp^ \p ein, so wird 

--&f +(")>*-• 

Auf imsem Kreisel wirke nur die Schwerkraft 
Dieselbe erzeugt ein Drehungsmoment Mgasini?, wenn 
M die Masse, a der Abstand des Schwerpunkts vom 
Unterstützungspunkt des Kreisels ist. 

Die geleistete Arbeit muß inamer gleich der Än- 
demn^ der kinetischen Energie sein, also 

dK = Mgasini?di?, 
was integriert 

K = Gl — M g a cos '<? = Gl — D cosi? 

ergibt, wenn wir M g a ^ D einf üliren. Setzen wir den 
Wert für K ein, so erhalten wir die Gleichung 
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H 



-*(sr+r^)' 



+ |Cr2==Ci-Dcosi?, 



und da ^Cr^ ebenfalls konstant ist, indem wir ja kein 
Drehungsmoment um die OC- Achse haben, so wird 
unsere Gleichung 

Die Schwere kann natürlich kein Drehungsmoment 
um eine Yertikalachse hervorbringen. Es muß deshalb 
die Bewegungsgröße des Kreisels auf eine Yertikalachse 
bezogen eine konstante Größe bleiben. Als solche 
haben wir hier das Produkt aus Trägheitsmoment und 
Winkelgeschwindigkeit einzuführen (§ 29), erhalten für 
unser Beispiel demnach 

C r cosi? + Av sini? = C3 , 
und für v seinen obigen Wert wieder eingesetzt, 

Asm2|?^ + Crcosi> = C3. (21) 

Für t = bilde die Kreiselachse mit der Z- Achse 

den Winkel i?o • Femer sei -- = imd -^ = . Für 

dt dt 

diese Werte wird Gleichung (20) 

C2 = -T- COSl?o 
und Gleichung (21) 

C3 = Crcosi?o. 
Mit Einführung dieser Ausdrücke für die Konstanten 
Cg und C3 in die Gleichungen (20) und (21) erhalten 
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8102^5^ = ^ (co8i>o - cos*) . (23) 

Aus Gleichung (22) folgt, daß beständig cosi^o > cosi? 
sein muß, da alle übrigen Größen dieser Gleichung 

positiv sind. Damit folgt aber nach (23) auch für-r— - 

ein positiver Wert, d. h. die Achse des Kreisels 
dreht sich beständig im selben Sinn um die Yer- 
tikalachse. Aus (22) und (23) können wir leicht 
finden 

_ =. +y (cos^o -cosd) [--_-— ^(cos^o-cosi?) 

Es wird demnach mit wachsender Zeit d zuerst zunehmen, 

bis es einen gewissen "Wert erreicht hat, bei welchem 

dt? 

-j— gleich Null, weiterhin dann negativ wird. Das 

negative Yorzeichen der Wurzel springt wieder in das 

positive um, sobald i? wieder ^o geworden ist. i? ist 

daher eine periodische Funktion der Zeit. Dasselbe 

finden wir aber dann auch für den Winkel tp. Unsere 

Kreiselachse macht zwei Bewegungen. Die Winkel- 

dl? Ö.W 

bewegung — — nennen wir die Nutation, -~ die Präzession 

dh (1 t 

des Kreisels. 

Ist der Kreisel im Schwerpunkt unterstützt, so ist 
a = 0, also auch D = 0, dann muß konstant 1? = ^^, 

-— = und-r^ = bleiben. Ein solcher Kreisel zeigt 
dt dt ^ 

weder Präzession noch Nutation. In gleicher Weise 

kann ^ von d-Q um so weniger verschieden werden, 

je größer die Winkelgeschwindigkeit r des Kreisels ist 
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Wir können daher bei einem rasch rotierenden Kreisel 
zwar die Präzession, nicht aber die Nutation beobachten. 

Bilden wir durch Division von — — durch ~ den 

Ausdruck -r — , so erhalten wir die Grieichung der Bahn, 
d^ 

welche der Schwerpunkt beschreibt. Projizieren wir 
dieselbe auf eine Horizontalebene, 
so nimmt dieselbe, wie wir aus der 
Diskussion der Gleichung leicht 
erkennen, die in Fig. 14 wieder- 
gegebene Gestalt an. 

unsere Erde ist ebenfalls ein 
Kreisel, und da die Anziehungskraft 
der Sonne, weil die Erde keine 
vollkommene Kugel ist, ihren An- 
griffspunkt nicht in deren Schwerpunkt hat, so zeigt 
auch die Erdachse die bekannte Erscheinung der Prä- 
zession und Nutation. 

Auch eine Bewegung ohne Nutation ist möglich. 
Dividieren wir nämlich (22) durch (23), so erhalten wir 




Fig. 14. 



sin2|? 



sin2|> 



dt/; 
dT 



t/ 2D^ 

c7 



Nehmen wir jetzt an, daß keine Nutation vorhanden, 
d. h. daß I? = const. , — — = ist, so ergibt dies 

Q. L 

dv;_2D 

dT"~"Cr* 
In diesem Fall bewegt sich also die Kreiselachse mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit um die Vertikale. 



Digitized by Lj OOQ IC 



72 Mechanik nichtstarrer Punktsysteme. 

Mechanik nichtstarrer Punktsysteme. 
§ 40. Prinzip der Erhaltung des Schwerpunkts. 

Wir erwähnten bereits, daß wir alle Lehrsätze, 
welche wir für einen Massenpunkt gefunden haben, ohne 
weiteres auf ein System von Punkten anwenden können, 
falls wir nur für jeden einzelnen auch alle auf ihn 
wirkenden Kräfte in unseren Formeln berücksichtigen 
(§ 20). Wir werden daher die Bewegungsgleichungen 
eines Punktsystems schreiben können 

^^dt^=^^' ^^dt^=^^' ^"^dT^^^^V 

Sind nun gar keine Kräfte vorhanden, so 

„ d^x „ d^y „ d^z 

2, m = <2 m — — = 2/ m = . 

dt2 dt2 ^ dt2 

Integrieren wir^ so resultiert 

dx d df 

2^m-— = -— 2^mx = M- =C. 

dt dt dt 

Ähnliche Gleichungen ergeben sich für die übrigen 
Koordinaten. Wir sehen daraus, daß die Geschwindig- 
keit und Richtung des Schwerpunkts unseres Systems 
völlig unverändert bleibt, sobald keine Kräfte auf die 
Punkte einwirken. 

Wir können aber diesen Satz noch erweitem. 
^X usw. wird nämlich ebenfalls gleich Null, wenn nur 
innere Kräfte vorhanden sind, d. h. Kräfte, welche die 
Punkte des Systems aufeinander ausüben. Die Kompo- 
nenten einer jeden solchen Kraft kommen dann immer 
zweimal, einmal positiv und einmal negativ, in den 
Summen vor, sie tilgen sich also gegenseitig. Der Satz, 
daß sich der Schwerpunkt eines Systems, auf 
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welches keine äußeren Kräfte einwirken, mit 
konstanter Richtung und Greschwindigkeit be- 
wegt, nennt man das Prinzip der Erhaltung 
des Schwerpunkts. 

Dasselbe läßt sich auf unzählige bekannte Be- 
wegungserscheinuDgen anwenden. Ist der Schwerpunkt 
von vornherein in Euhe, so bleibt er es auch weiterhin. 
Feuern wir aus einem sehr leicht beweglichen Geschütz 
ein Q-eschoß ab, so erhält das Geschütz den sogenannten 
Eückstoß. Der gemeinsame Schwerpunkt von Geschoß 
und Geschütz bleibt bei vollständig freier Beweglich- 
keit beider vor und nach dem Schuß unbeweglich an 
derselben Stelle. Explodiert ein fliegendes Geschoß, so 
bewegt sich der Schwerpunkt sämtlicher Sprengstücke 
genau so weiter, als es das unversehrte Geschoß getan 
hätte. 

Auf dem Satz der Erhaltung des Schwerpunkts 
basieren alle sogenannten Eeaktionserscheinungen. 

§ 41. Prinzip der Erhaltung der Flächenräume. 

Das Drehungsmoment, welches ein Punktsystem um 
die X-Achse eines Koordinatensystems erhält, läßt sich 
durch die Gleichung 

^(Zy-Yz)==^m^— y- — zj 



d ^ /dz dy 



/dz dy \ 
^Idt^-dt^J 



darstellen (§ 30). Sind keine äußeren Kräfte vorhanden, 
so sind nach dem vorigen Paragraphen die Komponenten 
Y und Z gleich Null, daher ist 
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dz d y 

TT y rr 2 ist nichts anderes als die doppelte Flache, 

d t d t 

welche der Radiusvektor in der Zeiteinheit beschreibt, 

oder kurz die doppelte Flächeugeschwindigkeit. Analog 

/dz dy \ 
nennen wir den Ausdruck m (— y — -r^ z 1 das doppelte 

Flächenmoment des Punktes m bezügl. der X-Achse. 
Wir erhalten demnach den Satz, daß die Summe aller 
Flächenmomente beim Fehlen äußerer Kräfte 
eine konstante Größe ist. Man nennt dies das 
Prinzip der Erhaltung der Flächenräume. 

Ein Beispiel dafür lernten wir in der Planetenbe- 
wegung kennen (§ 16). Infolge der Erhaltung der 
Flächenräume fällt eine Katze immer auf die Füße. 
Indem sie nämlich während des Fallens mit den Füßen 
eine drehende Bewegung beschreibt, zwingt sie ihren 
Körper, sich entgegengesetzt zu drehen. 

§ 42. Bewegungsgleichnngen von Lagrange — 
generalisierte Koordinaten. 

Nach dem Prinzip von d'Alembert gilt für ein System 
von Massenpunkten folgende Gleichung: 

(§ 18). Wir führen nun anstatt der Koordinaten x, 
y, z beliebige andere Größen, die sogenannten genera- 
lisierten Koordinaten 99, xp ... ein, welche mit den 
ursprünglichen Koordinaten durch Gleichungen verbunden 
sind. Es sei also 
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x = f {cp.xp .. .), 
y = fi(9?,^...), 
usw. Danach wird 

öx öx 

öx = -;r— oa? + ^r— öt/; + . . . 
dcp ^ oxp ^ 

Analoge Ausdrücke ergeben sich im dj und dz. 
Wir können demnach folgende Grieichung bilden: 



m 



+ ... 

Ö2x 



/d2x. , d2y d2z. \ d2x/öx . 

ldt^^^+dF^7+dt^^^j=^dr4ö^^^ 

_ /d^xöx d2yay d2z d z\ 
~'^ldt^ä^+dt^ö^"'"dt^ä^j'^^ 
_ d/dxöxdy5ydz5z\ /dx 

'""^d^ldlö^'^dlä^'^dTä^/ "^"^VTt dtÖ9? 
dy a^y dz g^^ \ 
'^dt dtÖ9?"^dt dtö(^/^"^*" 
Setzen wir 

dt '^' dt ^ 

usw., so 

öx öx 

d(p^ dtp ^ 
woraus folgt 

ex: ex 



Es ist demnach 
dx 
dt" 

daher weiter 



ecf/ e (p ' 
öx_ öx_'__ö_/^\ 

e(p~ e(f/'~'e(p\2)' 
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d/dx c'xdy dj dz 6 z\ d d /mvA 
^d^ldT'ö'^"^di'^"^drä9?/'"dt^A~2~r 

^^ ja x'2 + /2 + z'2=:v2 

ist, wenn wir unter v die Geschwindigkeit des Punktes 

m verstehen. 

m v^ 
Für die lebendige Kraft -—— wollen wir den Buch- 

Stäben L einführen. Man sieht leicht ein, daß 

/dx e^x dy o2y dz d^ z \ d /mvA_aL 
"^Idt dtä^"^dt dt^'^dt dT^/~^^l~2~/~ö^ 

ist. Mit Berücksichtigung alles dessen können wir 
unsere obige Gleichung demnach schreiben 
/d^x d2y d2z \ (ddh dL\ 

Hdt^^"+dt^^^ + dl^^^j==ldtV~M 
Ähnliche Gleichungen ergeben sich natürlich für die 
übrigen Massenpunkte. 

Haben wir eine Funktion ü von der Eigenschaft, 

daß -r — dq)-{- -^ — dyj-\- . . . die bei einer kleinen Ver- 
q) dtp 

Schiebung geleistete Arbeit darstellt, so gilt die Gleichung 

/d^x. , d2y d2z \ au 

^^ldti^^+dt-2^^+dt^^^j = ^^^ 

was ja nichts anderes als das Prinzip von d'Alembert 
ist. Beziehen wir die lebendige Kraft L auf sämtliche 
Massenpunkte, so erhalten wir nach der Überlegungs- 
weise, die im § 17 benutzt wurde, schließlich die 
Gleichungen 

^^^^ Digitizedby VjOOQIC 



Gleichungen 


für die relative Bewegung eines 


Körpers. 




d CiL 


6h 


6\J 






dtdq?' 
d 6h 


6(p 

eh 








dtöy' 


d y) 


~6y)' 





77 



welche man die Bewegungsgleichungen von Lag ränge 
nennt. 

§ 43. Gleichungen für die relative Bewegung eines 
Körpers auf der Erdoberfläche. 

Ein Punkt der Erdachse sei der Ursprung eines 

festen Koordinatensystems OSHZ, die jff- Achse gehe 

durch den Südpol. Es dreht sich also die Erde um 

diese Achse im positiven Sinn. Die Koordinaten eines 

Punktes M bezogen auf dieses feste Koordinatensystem 

seien f , ^, C- Fest mit der Erde verbunden denken wir 

uns jetzt ein zweites Koordinatensystem x' y' z', 

welches mit dem ersten den ürspnmg gemeinsam hat. 

Femer fällt die y'-Achse mit der ß'-Achse zusammen, 

die x'-Achse vdrd hmgegen zu einer bestimmten Zeit 

mit der iS- Achse einen bestimmten Winkel oc einschließen, 

welchen auch die z'-Achse mit der Z-Achse bildet. 

(X ändert sich beständig mit der Drehung der Erde. 

d (X 
Es ist 3— = 0) nichts anderes als die Winkelgeschwin- 
dt 

digkeit der Erddrehung. Auf das neue Koordinaten- 
system bezogen wird also 

I = x' cos öc -f z' sin oc , 

f = z'cos öc — x' sin oc . 
Wir verschieben nun das bewegliche Koordinaten- 
system parallel zu sich selbst in der Eichtung der 
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z'- Achse, bis der Ursprung auf die Erdoberfläche zu 
liegen kommt Er hat dabei die Strecke p zurück- 
gelegt, und wir wollen nun die neue Lage des Koor- 
dinatensystems mit x" y" z" bezeichnen. Die neuen 
Koordinaten x", y", z" des Punktes M stehen also mit 
den früheren in folgender Beziehung: 

x'=x", /=/', z'=z"+p, 
f = x" cos « + (p + z") sin « , 

f = (p + z") cos Ä — x" sin oc . 

Wir drehen jetzt das ganze Koordinatensystem 
um die x"-Achse, bis die z"-Achse vertikal steht. Der 
Winkel ^, lun welchen zu drehen ist, ist demnach 
nichts anderes als die nördliche Breite des Ursprungs 
unseres Koordinatensystems, Die jetzige Lage sei 
oxyz mit den zugehörigen Koordinaten x, y, z, 
welche also folgenden Bedingungen unterliegen. Es ist 

x"= X , y"= y cos ^ — z sin ^ , z''= z cos y^ + y sin^ , 

folglich 

f = X cos ö^ + (p + z cos ^ + y sin ^) sin Ä , 

7^ = ycos^ — zsin^, 

C = (p + z cos ^ + y sin ^) cos Ä — X sin Ä . 
Aus diesen Gleichungen wollen wir nun 

bilden. 

Die "Winkelgeschwindigkeit unserer Erde ist so 

/döt\2 
Mein, daß wir das Quadrat derselben \-T-r) = (o^ in un- 
serer Formel ohne weiteres vernachlässigen können. 
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§ 44. Fall und Wurf mit Berücksichtlgniig der 
Erddrehnng. 

Auf unseren Massenpunkt wirke nur die Schwer- 
kraft; dann istX = Y = 0, Z=— g. Die im vorher- 
gehenden Paragraph gefundenen Bewegungsgleichungen 
werden demnach 

d^x ^ dz^ . dy 

d2y dy 

^ = 2ö,sinv^-^, (24) 

d^z , „ dx 

--=-g + 2«,cosv'--. 

Daraus folgt 

dx ^ ^ . . 

— --= --2(jocosxp* z — 2ft>sm^ -y + a, 

-- - = 2 ft> sin y> • X + b , 

dz 

~- = — gt+2a>cos^«x + c. 

Führen wir nun diese Ausdrücke in die obigen 

Gleichungen ein und vernachlässigen wir wieder alle 

Griieder mit co^, so 

d^x 

-— ^ = — 2 a> cos t/; (c — g t) — 2 CO sin t/; . b , 

— = 2aft)smv, 

d2z 

-— = — g+2aft)cos^. 

Durcli Integration erlialten wir 

dx / gt2\ 

--- - 2 CO cos 1/; ( c t — I - 2 ö> sin ^ • b t + «'^i , 
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dy 

-— = 2 a ft> sin ^ . t + bjL , 

dz 
-=— gt+2aa>cosv^«t + Ci, 

was abermals integriert ergibt 

/ g t^\ 
X = — CO cos 1/; I c t2 ~ I — CO sin t/; • b t2 -f a^ t + a- , 

y = a CO sin t/; • t2 + bi t + jS , 
gt2 

a 

Es sei nun für t = der Körper in der Höhe h 

in relativer Ruhe, also x = y = 0, z = h, folglich oc = ß 

= ai = bi = Ci = b = c= 0, 7 = h, a = 2cocos^«h. Dann 

bleibt von unseren Gleichungen nur 

gt3 
X = CO cos ^ • — - , 

ö 

y=o, , 

z=h- — 

Übrig, indem wir die Glieder mit co^ wieder vernach- 
lässigen. Wir haben also die gewöhnlichen Fall- 
gesetze, jedoch fällt der Körper nicht vertikal, 
sondern er erhält eine kleine Abweichung nach 
Osten, da ja die x- Achse nach Osten gerichtet ist. 
Werfen wir den Körper mit der Anfangsgeschwindig- 
keit c senkrecht nach oben, so gestalten sich, wie leicht 
zu finden, unsere Gleichungen folgendermaßen: 

/ gt3\ 

X = — CO cos t/; Ic t2 — - 1 , 

y=o, 

gf^ 



z=ct- ^ . 
Jäger, Theoretische Physik I. 
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2c 
Nax5h der Zeit t = — kommt der Körper wieder 

' 1 

auf die 'Erde, Dann ist x = — — et) c t^ cos ^ , d. h. der 

o 

Körper fällt westlich vom Aufstiegsort nieder. 



§ 45. Horizontalbewegnng mit Berücksichtigimg der 
Erddrehnng. 

Wir wollen jetzt bloß die Bewegung in einer 

dz 
Horizontalebene betrachten. Wir setzen deshalb -tt = ^ • 

dt 

Es bleibt uns dann von den Gleichungen (24) nur 

d^x ^ . dy 

— = -2«>smv;.^, 

d^y ^ . dx ,^^, 

— = 2cosmv;.— . (25) 

dx 
Bewegt sich der Punkt nach Osten, so ist — — 

positiv, er erhält eine Beschleunigung nach Süden, 

d. h. er weicht von der geraden Bahn nach rechts ab. 

dx 
Ist — negativ, so erfolgt eine Ablenkung nach Nor- 

Q L 

den, also wiederum nach rechts. Dasselbe geschieht 

bei der Bewegung nach Süden und Norden, wobei 

dy 

— — positiv bezüglich negativ ist. Es erlangt dadurch 

Cl h 

der Punkt eine Beschleunigung nach Westen, beziehungs- 
weise nach Osten. 

Wir haben also das Resultat, daß, wohin immer 
sich ein Körper auf der nördlichen Halbkugel bewegt, 
er infolge der Erddrehung eine Ablenkung nach 
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rechts erhält; auf der südlichen Halbkugel ist yj negativ, 
daher die Ablenkung nach links. 

Das hat einen gewissen Einfluß auf die Bewegung 
der "Winde. Auch will man damit erklären, daß das eine 
Ufer der Flüsse mehr ausgewaschen wird als das andere. 

Multiplizieren wir die Gleichungen (24) der Keihe 

,, dx dy dz , ^,. . ., , ^. 

nach mit -tt^ t^i -tt und addieren sie, so ergibt dies 
dt dt dt 



■ß) 



_ dz 
Tr~"^^dt' 
d. h. wir erhalten dieselbe Bewegimgsgleichung, als 
wäre gar keine Erdrotation vorhanden (§ 15). Es 
läßt sich also durch keinen Mechanismus, der auf der 
Erde selbst ruht, die lebendige Kraft der Erddrehung 
in Arbeit umsetzen. 

§ 46. Foncanlts Pendelversnch. 

Aus den Gleichungen (25) wollen wir folgende bilden: 
dV d2x ^ . / dx ■ dy\ 

^dT2-^dt^ = '^^^^^l^d-t + ^dtj' 

oder integriert 

dy dx 
X — — y— =(x2 + y2)ft)sint/; + C. 

dz 
Wir haben hier wieder -r: == angenommen. Des- 

(1 Xt 

gleichen soll = 0, d. h. eine absolute Flächen- 
geschwindigkeit nicht vorhanden sein. 

Setzen wir x^ -j- y2 = ^2 ^ so können wir die doppelte 
FJächengeschwindigkeit auch folgendermaßen darstellen: 
^d(p dy dx 

^'dt^^d-t-^'Tt = ^^'^"^' 
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oder , 

da? 

—-=cosinw, 
dt ^ 

Das heißt: können wir eine Richtung unab- 
hängig von der Erde fixieren, so scheint 
dieselbe sich mit einer Winkelgeschwindig- 
keit --7- = a)sint/; um eine Yertikalachse za 
dt 

drehen. 

Eine solche fixierte Lage hat z. B. die Schwingungs- 
ebene eines Pendels. Dieselbe scheint sich also im Lauf 
der Zeit zu drehen, und es wies ja Foucault bekannt- 
lich auf diese Weise die Erdrotation nach. 

Wir wissen auch , . daß ein rotierender Körper, 
dessen Rotationsachse eine freie Achse ist, seine Lage 
nicht ändert. Ist eine solche Achse frei beweglich hori- 
zontal aufgehängt, so wird auch sie infolge der Erd- 
drehung eine scheinbare Drehung gleich der Schwingungs- 
ebene des Foucaultschen Pendels machen. 



Hydromechanik. 
§ 47. Hydrostatische Grimdgleichiingen« 

In der Hydromechanik behandeln wir die Lehre 
vom Gleichgewicht und von der Bewegimg der Flüssig- 
keiten imd Gase. 

Legen wir durch irgend eine ruhende Flüssigkeit 
eine Ebene, so wird auf sie von jeder Seite und zwar 
senkrecht zu ihr ein Druck, der sogenannte hydrostati- 
sche Druck ausgeübt. Dieser Druck p per Flächenein- 
heit ist von der Richtung der Ebene imabhängig, d. h. 
er ist nach allen Richtungen gleich groß. 
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Denken wir uns ein Elementarparallelepiped der 
Flüssigkeit, dessen Kanten (X, ß, y parallel den Achsen 
eines rechtwinkeligen Koordinatensystems sind. Die 
Kräfte, welche parallel zur x- Achse wirken, sind der 
Druck p, welcher auf der linken Seite ßy lastet, ent- 
gegengesetzt der Druck — p' auf der rechten Seite und 
dann die x-Komponente der äußeren Kräfte. Diese 
sollen, wie etwa die Schwerkraft, proportional der Masse 
der ilüssigkeit sein, und ihre Komponenten auf die 
Masseneinheit seien X, Y, Z. Dann wirkt also auf 
unser Element parallel zur x- Achse die Kraft Q(xßyXj 
wenn q die Dichte der Flüssigkeit ist. Alle Kräfte sollen 
im Gleichgewicht, d. h. es muß 

vßy-v'ßy + Qo^ßy^-o 

sein. Wir nehmen nun an, der Druck p sei eine Funk- 
tion der Koordinaten, so 

Führen wir diesen Wert in unsere Gleichung ein, divi- 
dieren wir durch oc ßy und überlegen wir, daß wir in 
ganz ähnlicher Weise auch bei den übrigen Komponenten 
vorgehen können, so ergeben sich die Gleichungen 

Diese Gleichungen bedingen das Gleichgewicht einer 
Flüssigkeit, weshalb man sie die hydrostatischen 
Grundgleichungen nennt. 
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Haben die Kräfte ein Potential ^, ist mithin 

d w 
X=—~- usw., so nehmen unsere Gleichungen die 

Form 

d w dp 

öx dx 
usf. an und lassen sich in 

zusammenziehen. ^ r' 

§ 48. Abhängigkeit des Drucks von der Schwere in 
tropfbaren Flüssigkeiten— hydrostatisches Paradoxon. 

Lassen wir die z-Achse vertikal nach oben gehen 

und führen wir als äußere Kraft nur die Schwere ein, 

so ist 

X = Y = 0, Z = -g. 

Unsere Gleichungen werden 

^p ^p ^p 

dx dy c z 

Für tropfbare Flüssigkeiten können wir die Dichte als 
vom Druck unabhängig ansehen; die Integration der 
Gleichungen ergibt daher 

p = const. 
für alle Punkte einer Horizontalebene, welche man auch 
eine Niveaufläche nennt, und 

p = c — ^gz 
für die Abhängigkeit des Drucks von der Höhe. 

Die Oberfläche der Flüssigkeit muß daher eine 
Horizontalebene sein. Legen wir sie in die xy-Ebene, so 

p = _^gz, 
d. h. der Druck ist proportional der Tiefe. 
Die Form des Gefäßes spielt in den Gleichungen 
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gar keine EoUe, d. h. sie ist für den Druck der 
Flüssigkeit vollständig gleichgültig, eine Er- 
scheinung, die man das hydrostatische Paradoxon 
nennt. 

Dasselbe Eesultat erhalten wir natürlich auch, wenn 
wir die Gleichung dp = — ^d^ integrieren. Da q 
konstant, so 

p = c-^V^ (27) 

während \p = gz ist. 

§ 49. Gleichgewichtsfignr einer rotierenden Flüssigkeit. 

Dreht sich ein teilweise mit Flüssigkeit angefülltes 
zylindrisches Gefäß um seine Achse, so rotiert bald die 
ganze Flüssigkeit mit und bildet dabei eine einwärts 
gewölbte Oberfläche. Lassen wir ein Koordinatensystem, 
dessen z-Achse die Zylinderachse ist, in gleicher Ge- 
schwindigkeit mit dem Gefäß rotieren, so können wir 
die Flüssigkeit in bezug auf dieses System als ruhend 
ansehen und unsere Gleichungen darauf anwenden. Ist 
die Winkelgeschwindigkeit co ^ so erlangt ein Teilchen 
infolge der Fliehkraft die Beschleunigimgen 

X = ft>2x, Y=ft>2y, Z = — g. 

Für diese Kräfte haben wir das Potential 

^= — -co2r2 + gz, 

wenn wir x^-\-j^ = t^ einführen. Nach Gleichung (27) 
ist somit der Druck 



p = c + ^|^-(ü2r2 — gzj. 



Die Flächen konstanten Drucks oder die Ni- 
veauflächen und damit auch die Oberfläche sind 
Rotationsparaboloide. 
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§ 50. Barometrische Höhenformel. 

Wollen wir die hydrostatischen Grundgleichungen 
auf Gase anwenden, so haben wir zu bedenken, daß 
bei diesen die Beziehung zwischen Druck und Dichte 
durch das Boylesche Gesetz 

Q 

gegeben ist, wobei R eine Konstante bedeutet. 

Lassen wir bloß die Schwerkraft mit dem Potential 
yj = gz wirken, so wird die Gleichung dp = — ^di/; 
sich verwandeln in 

dp = -^gdz = -^dz, 

p R 

Durch Integration erhalten wir 

lp = -|z + lC, 

p = Ce~K'. 
l'ür z = sei p = Po • Dann wird 

p = Poe » . 
Nach dieser Gleichung nimmt der Luftdruck mit 
wachsender Höhe ab. 

§ 51. Kapillaritätskonstanten. 

Man nimmt an, daß die kleinsten Teilchen einer 

Flüssigkeit Anziehungskräfte, die sogenannten Kapillar- 

krafte, aufeinander ausüben, die allerdings nur auf sehr 

kleine Entfernungen wirksam sind. Das hat zur Folge, 
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daß ein Teilchen im Innern einer Flüssigkeit sich so 
verhält, als wären derartige Kräfte nicht vorhanden, 
weil sie nach allen Sichtungen gleichmäßig wirken, 
sich daher gegenseitig . aufheben. Die Teilchen an der 
Oberfläche erfahren jedoch einen Zug gegen das Innere 
der Flüssigkeit. Es ist daher eine Arbeit zu leisten, um 
ein Flüssigkeitsteilchen aus dem Innern an die Ober- 
fläche zu bringen. Die Vergrößerung der Ober- 
fläche erfordert Arbeit. 

Befindet sich eine Flüssigkeit in einem Geföß, so 
ist sie im allgemeinen teils von der freien Ober- 
fläche, teils von den Gefäßwänden begrenzt. Diese 
dem Gefäß und der Flüssigkeit gemeinsame Fläche 
nennen wir die gemeinsame Oberfläche. "Wollen 
wir die freie Oberfläche lun die Flächeneinheit ver- 
größern, so haben wir die Arbeit oc zu leisten, ebenso 
bei der Vergrößerung der gemeinsamen Oberfläche um 
die Flächeneinheit die Arbeit ß. oc und ß nennt man 
die Kapillaritätskonstanten der Flüssigkeit. 

§ 52. Erste HauptgleichnDg der Kapillarität. 

Um die Gleichgewichtsfigur der freien Oberfläche 
einer Flüssigkeit zu finden, benutzen wir wieder das 
Prinzip von d'Alembert. Als äußere Kraft sei nur die 
Schwere vorhanden. Dieselbe leistet bei einer virtuellen 
Verschiebung die Arbeit 

Jlj—Qgdz'dxdydz, 
wenn (Jz die Komponente der Verschiebung parallel 
zur z- Achse ist. 

Auf der Oberfläche der Flüssigkeit laste der Druck P. 
Einer Verschiebung dn in der Richtung der Normalen 
entspricht demnach die Arbeitsleistung der Kräfte 
-//P(JndO. 
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Diese Arbeit ist gleich Null, wenn, wie wir an- 
nehmen Wollen, sowohl der Druck P als auch das Volumen 
der Flüssigkeit konstante Größen sind. Es ist dann 

//PdndO = P//^ndO = 0, 
da ja 

//^ndO = 

nichts anderes als die Volumsänderung ist. 

Bei der Vergrößerung der freien Oberfläche leisten 
die Kräfte die Arbeit 

-ocdF, 

Die gemeinsame Oberfläche ändere sich nicht. 

Die Bedingung, daß das Gesamtvolumen der Flüssig- 
keit konstant bleiben soll, läßt sich durch folgende 
Gleichung ausdrücken: 

Wir können nämlich leicht die Transformation vor- 
nehmen : 

d(dxdydz) = dydzddx4-dxdzd(Jy + dxdyd^z 

= dxdydz(^ + ^ + ^). 
^ Vdx ^ dy ^ dz/ 

Alle angeführten Bedingungen lassen sich in eine Glei- 
chung zusammenfassen, wenn wir Gleichung (28) mit 
einem willkürlichen Faktor A multiplizieren und sie zur 
Summe aller Arbeiten addieren. Das ergibt, wie leicht 
zu finden, 
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Es ist nun 

]j(jfA^dxdydz=]jrdydz.A<5x-]jfjr,Jx|^dxdydz. 

Sind f, rj, C die "Winkel, welche die Normale eines 
Oberflächenelements dO mit den Koordinatenachsen ein- 
schließt, so können wir 

dydz = dOcosf 
usw. setzen, und es wird 
//dydzAdx+//dzdx.Ady+//clxdy.A(Jz=//AdOdn, 

da ja 

öx cosf + dy cos«; + dz cosf = d n 
ist. 

Obige Oleichung läßt sich daher umwandeln in 

Wir haben hier für dO das Differential dF eingeführt, 
da ja nur die freie Oberfläche ein von Null verschie- 
denes dn haben kann. 

Das Volumen unserer Flüssigkeit kann natürlich 
ganz willkürlich gewählt werden, weshalb in unseren 
Gleichungen das dreifache Integral für sich gleich NuU 
werden muß. Dies ist erfüllt, wenn wir 

^ = (h-Qgz (29) 

setzen, wobei c^ eine beliebige Konstante ist. Es bleibt 
demnach nur noch • 

IIXdni\F-(xdF = 0, (30) 

Für ein Oberflächenelement dO können wir 
nach einem Lehrsatz der Geometrie zwei senkrecht 
aufeinander stehende Ebenen angeben, deren 
eine die Kurve des größten, die andere jene 

Digitized by Lj OOQ IC 



92 Hydromechanik. 

des kleinsten Krümmungsradius des Flächen- 
elements enthält. Diese Eadien seien r und r'. 
Wir lassen sie von den entsprechenden Krümmungs- 
mittelpimkten aus die Winkel dq) bez. d^ beschreiben 
und erhalten so das Oberflächenelement 

dO = rr'd9?d^. 
Verschieben wir das Element nach der Normalen um 
^n, so erhalten wir das neue Element 

dO' = (r+(Jn)(r'+an)d^dt/; = rr'd^dt/;(l+— +^). 

Der Zuwachs des Oberflächenelements ist mithin 

d(y-d0^do(^ + ^]dn. 

Auf die freie Oberfläche angewandt können wir daher 

,JF=//dF(l + ^)an 

setzen. Danach wird also Gleichung (30) 



//[-»(^^) 



dF^n = 0. 



Nun ist aber r r ^^ c 

//dF^n = 0, 

weil dies die Yolumsänderung der Flüssigkeit darstellt. 

Es genügt daher, . 

oder mit Zuhilfenahme von (29) 

egz + «(^ + ^)=c (31) 

ZU setzen, wobei die Konstante c aus bekannten Werten 
von r, r' und z gefunden werden muß. 

Gleichung (31) nennt man die erste Haupt- 
gleichung der Kapillarität. 
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§ 53. Zweite Hanptgleichnng der Kapillarität. 

Wir berücksichtigten bisher nicht die Möglichkeit, 
daß auch die gemeinsame Oberfläche bei der virtuellen 
Yerschiebung eine Größenänderung erfährt. A B (Fig. 15) 
sei die Gefäßwand, CD die freie Oberfläche. Beide 
bilden mitsammen den sogenannten Eandwinkel i. 
Machen wir eine virtuelle Verschiebung 
(Jn in der Eichtung der Normalen, so 
erfährt dadurch sowohl die gemeinsame 
als die freie Oberfläche einen Zuwachs. 
Nennen wir die Peripherie des Gefäßes 
p, so ist der Zuwachs der freien Ober- 
fläche längs des Umfangsdifferentials dp 
durch CC'dp, jener der gemeinsamen 
durch C C d p gegeben. Die bei der 
virtuellen Verschiebung längs des ganzen 
ümfangs geleistete Arbeit muß für den 
Fall des Gleichgewichts wiederum gleich 
wonach wir die Gleichung erhalten 

-a/c^'dp-^/cC"'dp=0. 

Nun ist C''C^ = CC^cosi, 

daher JcC'(acosi + ^dp = 0, 

was erfüUt ist, wenn wir 

acosi + jff = 
setzen. Das ist die zweite Hauptgleichung der 
Kapillarität. 

§ 54. Steighöhe in Röhren nnd zwischen Platten. 

Wir können die erste Hauptgleichung in der Fonn 
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schreiben. Dabei ist der Krümmungsradius r positiv, 
wenn er innel-halb der Flüssigkeit liegt, wenn wir 
also eine konvexe Oberfläche haben. Dies ist bei 
Quecksilber in einer Glasröhre der Fall. Ist die Eöhre 
eng genug, so können wir die Oberfläche des Queck- 
silbers, den Meniskus, als Halbkugel ansehen, deren 
Kadius mit jenem der Röhre übereinstimmt. Wählen 
wir die Quecksilberoberfläche in einem weiten Gefäß 
als xy-Ebene, so ist für dieselbe z = 0, r = r' = oo, 
also c = 0, und wir erhalten 



QgZ- 



-«(14)- 



Für eine enge Röhre vom Radius r, die wir in das 
Quecksilber eintauchen, wird diese Gleichung 

Haben wir zwei parallele ebene Platten vom Abstand 

2r, so bildet die Quecksilberoberfläche eine Zylinder- 

f lache, deren einer Krümmungsradius gleich r, während 

der andere gleich oc ist. Für diese Anordnung erhalten 

wir demnach 

oc 
^gz = --. 

Zwischen zwei Platten, deren Abstand gleich dem 
Diu-chmesser einer Röhre ist, steht also die Queck- 
silberoberfläche halb so tief imter dem normalen Niveau 
als in der Röhre. 

Ist die Oberfläche nicht konvex, sondern konkav, 
so liegen die Krümmungsradien außerhalb der 
Flüssigkeit. Wir müssen sie dann als negativ an- 
sehen, d. h. eine benetzende Flüssigkeit steigt in 
einer engen Röhre, und zwar ist die Steighöhe verkehrt 
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proportional dem Krümmungsradius und im obigen Sinn 
doppelt so groß als zwischen zwei Platten. Dies alles 
gilt jedoch nur dann, wenn wir den Durchmesser der 
Eöhre gegenüber der Steighöhe vernachlässigen können. 
Eine genauere Formel werden wir im § 56 kennen lernen. 

§ 55. Blasen und Tropfen. 

Wir betrachten die Gestalt der Oberfläche längs 
einer geraden Wand. Wir erhalten eine Zylinderfiäche, der 
eine Krümmungsradius ist 
daher r' = c». Für die ^ 
Leitiitiie OC der Zylin- 
derfläche (Fig. 16) gilt 

rda?=ds oder — = — ^. 
^ r ds 

Tx , 1 Fig. 16. 

Da aber nach unserer 

OC 

ersten Hauptgleichung ögz = — , so auch 

da? da? dx da? 

^° ds dx ds ^dx 

dz 
Wir haben femer - — = tga?, also 
dx 

dz ^ da? . da? 

o g z -T— = Ä coso? tg o? -^ = Ä sma? -p^ . 
^ dx ^ ^dx ^ dx 

Durch Integration dieser Gleichung erhalten wir 








Ögz2 
2 


= 


— OC 


GOS(p-{-C . 




Für z 


= 


wird auch 


9^ 


= 


daher C = 


■OC und 






^gz2 
2 


= 


^(1 


— cos 9?). 
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Für den Punkt an der Gefäßwand erkennt man 
obne weiteres, daß der Winkel cp das Komplement des 
Randwinkels i ist. Die Erhebung z^ der Flüssigkeit 
am Rand über das normale Niveau ist also durch 

^|^l = «(l-sini) 

gegeben. Infolge der quadratischen Form der Gleichung 
erkennt man jedoch nicht, ob die Erhebung positiv oder 
negativ ist, aber wir wissen, daß eine Erhebung nur 
bei benetzenden Flüssigkeiten vorhanden ist. 

Eine nichtbenetzende Flüssigkeit auf eine ebene 
Unterlage gebracht bildet einen Tropfen. Ist er so 

groß, daß wir seine Höhe 

^r "S^ gegenüber seinemDurch- 

^£ J messer vernachlässigen 

^. ^„ können, so läßt sich auf 

Flg. 17. . 

ilin unsere Gleichung an- 
wenden. Im Punkt C (Fig. 17) stehe die Tangente 
an die Durchschnittskurve des Tropfens senkrecht. Der 
Winkel tp ist 90^ cos99 = 0. Der Punkt C liegt daher 
um h tiefer als der höchste Punkt des Tropfens. Wir 
erhalten für ihn die Formel 

nach welcher wir die Kapillaritätskonstante berechnen 
können. Die Fig. 1 7 können wir umkehren und haben dann 
den Fall einer Luftblase unter einer Glasplatte, welche die 
Flüssigkeit oben abschließt. Solche Blasen ergeben also 
ebenfalls ein Mittel zur Berechnung der Konstanten a . 

§ 56. Kapillarröhren. 
Tauchen wir einen beliebig begrenzten Zylinder vom 
Umfang L mit seiner Achse senkrecht in eine Fliissig- 
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keit und machen wir jetzt, indem wir entweder die 
Flüssigkeit oder den Zylinder heben oder senken, eine 
virtuelle Yerschiebung, so muß für den Fall des Gleich- 
gewichts die Summe sämtlicher Arbeiten gleich Null sein. 
Bei einer Kapillarröhre vom Eadius r können wir 
folgendermaßen verfahren. Wir heben die Flüssigkeit 
in derselben um dh.. Dabei erhalten wir eine Yer- 
größerung der gemeinsamen Oberfläche 2 7irdli. Die 
Arbeit ist —2.7ißTd\i, Die Arbeit, um die Flüssig- 
keitssäule vom Gewicht G zu heben, ist G(Jh, und für 
den Fall des Gleichgewichts muß 

-27tßTdh-(}dh=0 
sein, was wir auch so schreiben können: 

Q= 27tßT. 

Haben wir keinen Kreiszylinder, so brauchen wir 
bloß 2 7tr durch den Umfang L zu ersetzen und er- 
halten die allgemeinere Formel 

G = - jff L = Ä cosi • L , 
welch letztere Beziehung unmittelbar aus der zweiten 
Hauptgleichung folgt. 

Benetzt eine Flüssigkeit die Gefäßwand vollkommen, 
so können wir i=0, cosi=l setzen. Dann wird für 
einen Kreiszylinder Q^^2jtT0c 

Für ein genügend enges Rohr läßt sich der Meniskus 

als Halbkugel auffassen. Nennen wir die Höhe des 

tiefsten Punkts des Meniskus über dem normalen 

Niveau h, so ist das gehobene Gewicht 

Q g {n r^ h -}- jzT^ • r ~ ^^ TZ r^) = Q g (ji r^ h -\- }^ 71 r^) 

- = 2 TT r a , 

oder 

Jäger, Theoretische Physik I. r^ 1 
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Es ist dies eine genauere Formel für die Steighöhe von 
Flüssigkeiten in Kapillarröhren. 

Nach ganz demselben Vorgang läßt sich das Gewicht 
der gehobenen Flüssigkeit berechnen, wenn man eine 
kreisrunde Platte aus ihr herauszieht, was eine Methode 
ergibt, mit Hilfe der Wage die Kapillaritätskonstante 
zu bestimmen, indem man das Gewicht sucht, welches 
zum Abreißen einer Platte von der Flüssigkeitsober- 
fläche erforderlich ist. 

Ebenso können wir einen Einfluß der Kapillarkräfte 
auf den Stand des Aräometers nachweisen, da das 
Gewicht desselben scheinbar um das Gewicht der ge- 
hobenen Flüssigkeit vermehrt wird. 

§ 57. Hydrodynamische Grundgleichnngen. 

Ein Elementarparallelepiped von den Kanten a^ ß^ y 

parallel zu den 3 Achsen eines Koordinatensystems hat 

die Masse Qocßy. Die Kraft, welche parallel der x -Achse 

auf dasselbe wirkt, kann also gemessen werden durch 

d^x du 

wenn wir mit u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten 
der Flüssigkeit bezeichnen. Die Kräfte auf die Massen- 
einheit seien wieder dieselben wie in § 47, also 

X ^ . Wir erhalten demnach 



Q CJX 



— = X- ^ ^^ 



_ _ dt p dx' 

Es ist nun 

du dn ßu dx^u dy^u dz 
Tt^ eJ'^ex'Ji'^Jy'It'^d^'dt 
du , du , öu , du 

et dx cy dz 
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Durch Enfilhrung dieses Werts in unsere Gleichung 
erhalten wir 

6\\ , öu. cu. du ^ l^p 

dt ex aj dz Q ex 

ot ex cj dz Q ^J 

5\v. öw ^w, ^w „ lc)p 
dt dx dj dz Q dz 

wobei die zwei letzten Gleichungen analog der ersten 
gebildet sind. Zu diesen Gleichungen kommt noch die 
sogenannte Kontinuitätsgleichung. Sämtliche 
Gleichungen nennt man die Eni ersehen Grund- 
gleichungen der Hydrodynamik. 

Die Kontinuitätsgleichung gibt uns die 
Massenänderung oder, wenn man will, die Dichten- 
änderung an einem bestimmten Ort an. Dieselbe ist 
für die Zeit dt in unserem Elementarparallelepiped 

gleich (X ßy-^dtj und sie muß gleich sein der in 

das Yolumelement während der Zeit dt einströmenden 
Flüssigkeit vermindert um die während derselben Zeit 
ausströmende. Von links strömt durch die Fläche ßy 
die Menge ßyQü dt ein, rechts ^y^'u'dt aus. Ähn- 
lich verhält es sich mit der oberen imd imteren, 
vorderen imd hinteren Fläche des Parallelepipeds. 
Nun ist 

daher 

ßyQud't-ßyQ'\Vdt=~-(xßy-f^i\t. 

Der Gesamtmassenzuwachs ist dalier 
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'^ ' dt ^ * Lex oy oz. 

woraus wir die Kontinuitätsgleichung 



erhalten. 



dg eJQU) dJQY) dJQVl) 

öt"^ ex "^'ay "^ dz ■ 



§ 58. Ansflußgeschwindigkeit einer tropfbaren 
Flüssigkeit. 

Wir machen in den Boden eines Gefäßes ein Loch, 
aus welchem senkrecht nach unten die Flüssigkeit 
strömen soll. In die Richtung des Strahls legen wir 
die z- Achse. Es ist dann X = Y = u = v = 0, Z=g. 
Die Gleichungen (32) reduzieren sich demnach auf 

^=0 -P=0 
dx ^' ^y ^' 

^ w dw 16p 

dt dz Q dz 

Ist die Größe des Lochs im Vergleich zum Quer- 
schnitt des Gefäßes zu vernachlässigen, so können wir 
für eine bestimmte Zeit das Flüssigkeitsniveau als kon- 
stant, also auch den ganzen Strömungsvorgang als 

d w 
stationär ansehen. Dann wird —— = 0, und es bleibt 

d t 
uns nur 



dw 1 dp ^ 
"^T^ + ^d^^^' 



was integriert ergibt 



w^ p ^ 

2 Q 
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An einem Punkt im Iniiern.'.(i^s :G§f^ßes'.*w5ji: Jler 
Ordinate z = — z^ sei w = OVp~^^i^Ziy^^;lLläs IsV 
der hydrostatische Druck, wobei h die Höhe der 
Flüssigkeit im Gefäß bedeutet. Dann ist 

(h-Zi)g = -gZi + C, 
also C = hg. Unmittelbar unter der Öffnung ist der 
Druck auf die Flüssigkeit gleich Null. Für diesen 
Punkt setzen wir z = . Wir erhalten daher 

Y = hg oder w=:y2gh, 

das bekannte Ausflußgesetz von Torricelli. 

Es läßt sich natürlich dieses Gesetz auch ohne 
weiteres aus dem Prinzip von der Erhaltimg der Energie 
ableiten. Es muß ja die lebendige Kraft der Teilchen 
beim Ausfluß gleich der Arbeit sein, welche die Schwere 
beim Wandern der Teilchen von der Flüssigkeitsober- 
fläche bis zum Ausfluß leistet. Dies ergibt dann für 
die Ausflußgeschwmdigkeit einfach die Geschwindigkeit, 
wie sie die Fallgesetze verlangen. 

§ 59. Ansflnßgeschwiadigkeit der Gase. 

Wir nehmen an, ein Gefäß enthalte komprimierte 
Luft, welche durch ein feines Loch in dünner Wand 
ausströmt. Die Ausströmungsrichtung sei die x- Achse, 
äußere Kräfte seien nicht vorhanden. Dann haben wir 
nach (32), vorausgesetzt, daß wir die Sti-ömung wiederum 
als stationär ansehen können, 

du 1 dp 

dx ^ dx 

dp dp 



d y dz 
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:. : }{öo?i:Bt)fte ist: \ ' > 

also 

du R dp 

dx p dx ' 

oder integriert 

u2 

Im Innern des Gefäßes sei p = Pi und u = 0, außer- 
halb p = Po . Dann wird C = p^ , also 

lli = .^' 



p 2R' 

wonach wir für die Ausströmungsgeschwindigkeit u^ die 
Gleichimg „ 

1 Pi _ ^l 



Po 2R 

erhalten. Wir lassen nun zwei verschiedene Gf^ase unter 
ganz denselben Bedingungen ausströmen. Die Aus- 
strömungsgeschwindigkeiten seien Uq und u^. Die zu- 
gehörigen R sind demnach — und -^, woraus die 

Q Q 

Gleichungen folgen 

u? u? 



oder schließlich 



2 R 2 R" 
^? R' Q 



^0 

Es verhalten sich die Quadrate der Ausfluß- 
geschwindigkeiten wie umgekehrt die Dichten, 
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B BL 



ein Gesetz von Graham, nach welchem Bunsen seine 
bekannte Methode, die Dichte der G^se zu bestimmen, 
begründete. 

§ 60. Transformation 
der £nlerschen hydrodynamischen Grundgleichnngen. 

Die Flüssigkeitsmenge, welche in einem Elementar- 
paraUelepiped enthalten ist, A^drd infolge der ver- 
schiedenen Strömungsgeschwindigkeiten in den einzelnen 
Punkten der Flüssigkeit mit 
der Zeit ihre Gestalt nicht 
beibehalten können, was zur 
Folge hat, daß neben der 
fortschreitenden auch noch äx 
eine drehende Bewegung 
der Flüssigkeit in Betracht zu 
ziehen ist. Es sei z. B. ABCD 
(Fig. 18) die der xz-Ebene 
parallele Fläche des Flüssig- 
keitselements mit den Seiten dx und dz. Die Ge- 
schwindigkeit u parallel zur x-Achse sei in B größer 
als in A, die Geschwindigkeit w parallel zur z -Achse 
größer in D als in A. Nach der Zeit dt hat daher 
unser Rechteck die Gestalt AB' CD' angenommen. Es 
hat sich die Seite AB=dz um den Winkel a, die 
Seite AD = dx um —ß gedreht. Wir können daher 
als mittlere Drehung des gesamten Rechtecks um die 

y- Achse — — ^ setzen. 

^^^i«t aa. = (u'-u)dt, 

wenn wir unter u die Geschwindigkeit der Flüssigkeit 
l)ai*allel zur x- Achse in A, unter u' dieselbe Größe in 
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B verstehen. Es ist also 

(X= ^r— dt 
O Z 

und analog 

Die mittlere Drehung um die y- Achse in der Zeit dt 
ist demnach 



(X~ß_ l^/cUi_ ^w\ 
2 ~2Uz ~d^) 



Durch zyklische Yertauschung der Buchstaben finden 

wir dann für den mittleren Drehungswinkel um die 

, , IfSw av\ , .. . , 1/^v ^u\, 
X-Achse — Hs ^r- M^ t, um die z-Achse— -7^ -x— dt. 

2\c>y dz/ 2\dx cyj 

Dividieren wir die Drehungswinkel durch die Zeit dt, 
so erhalten wir die Winkelgeschwindigkeiten des 
Flüssigkeitselements um die drei Achsen 

_ 1 /ow dY\ 

1 (du dw\ 
^ = ^2fe-TxJ' (^^) 

. _ 1 /dy dn\ 
^ ~ 2 \dx ~ dj) ' 

Werden diese di'ei Größen Null, so findet in der 
Flüssigkeit keine Rotation der Teilchen um sich 
selbst statt. Für diesen Fall muß demnach 

dw dy cu ow dv du 

Tj^J^' 'e^^'e^' "dx^JJ ^ ^ 

sein. Können wir eine Funktion (p angeben von der 
Eigenschaft, daß 
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6 (p 8 (p 6 (p 

c'x ' ßy ' dz 

ist, so sind damit die Gleichungen (34) erfüllt. Die 
Funktion cp steht hier in demselben Verhältnis zu den 
Geschwindigkeiten u, v, w, wie das Potential einer Kraft 
zu deren Komponenten. Man nennt daher nach v. Helm- 
holtz (p auch das Geschwindigkeitspotential. 

In der ersten der hydrodynamischen Grundglei- 
chungen (32) 

öu. ßu, c^u, c^u ^^ l^p 
dt ox oj dz Q ex 

können wir nach den Gleichungen (33) 

du öw 
dz ox ' 

setzen und erhalten dann 

du , du , öv. öw.^, ^, ^, Ic'p 

dt ox ox ox ' Q dx 

Zwei ähnliche Gleichungen erscheinen bezüglich der 
beiden anderen Achsen. Beachten wir noch, daß 
du dY dw 1^,„ „ „, 1 do^ 
ox ox ox 2 ox 2 ox 

ist, wenn wir u^ + v^-f-w^ = c2 einführen, so erhalten 
wir das Gleichungssystem 

du , ^, vx ^ 1 ^P 1 ^c2 

^-I+2(uC-..|) = Y-l|P-l4^, (35) 

Ot ^ oy 2 oy ' ^ ' 

dt ^ '^ Q cJz 2 dz . 
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Wir differenzieren nun die zweite dieser Güeichungen 
nach z, die dritte nach y, beachten, daß nach den 
Gleichungen (33) 



9Ü.- ^ /^w gv\ 



imd erhalten so durch Subtraktion der zweiten von der 
dritten der Gleichungen (35) bei konstantem q 

ät+^(^^~"^)-^("^-"^)=2fc-ä7l 

Für eine inkompressible Flüssigkeit — nur mit 
solchen befessen wir uns hier — ist die Kontinuitäts- 
gleichung (§ 57) 

d u. 6y dw 

Die Gleichungen (33) ergeben 

Damit können wir unsere Gleichung verwandeln in 

c^l. ^f, 5|, o| .^u du .6n 

et ox cj dz üx ' öj dz 



_1/^Z dY\ 

~ Y Key ~ 'eVJ * 



Fassen wir ein ganz bestimmtes Flüssigkeitsteilchen 
ins Auge, so sind seine Winkelgeschwindigkeiten Funk- 
tionen der Zeit t und der Koordinaten x, y, z. Ist 
daher zu einer bestimmten Zeit t 

f = f(t, X, y, z), 
so haben wir nach Verlauf der Zeit dt 

f = f(t + dt, x + udt, y + vdt, z + wdt). 
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Daraus folgt 



dt dt c'x dj dz 

und wir erhalten schließlich 

d^_ ^ ^u dn 1 (dZ dY\ 

dt~"^ dx'^'^dy'^^ dz'^~2\ey dz) 

und ähnliche Ausdrücke für -r^ und -;— . 

dt dt 

Haben die Kräfte ein Potential yj, so daß 

ist ferner zu irgend einer Zeit 

d.h. ist keine Kotation der Flüssigkeitsteilchen 
vorhanden, so tritt in einer idealen Flüssig- 
keit — das ist eine ohne innere Reibung — nie eine 
drehende Bewegung der Teilchen ein. Hingegen 
werden jene Teilchen, welche rotieren, nie ihre 
Rotationsbewegung verlieren. 

§ 61. Wirbelbewegung. 

Wir denken ims eine Flüssigkeit, welche so um die 
z- Achse rotiert, daß alle Teilchen einer konzentrischen 
Zylinderfläche denselben Bewegungszustand haben. Ist 
in der Entfernung r von der z- Achse die Winkel- 
geschwindigkeit der Flüssigkeit co, so ist 

u = — coy, v = a>x, w = 0. 
Daraus folgt 

d\\ d(o Sr y2 dcü 

cy dr cy r dr 
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St y 
da wegen x^ + y^ = r^, — — = — ist. Desgleichen wird 

dj r 

d Y . x^ d CO 

folglich wird 



^ — • CO H , 

^x r dr 



. 1/öv eu\ ^1 



dco 
djj ' 2*'d7' 

Es soll nun für r<ro C=Co ^^ ^^^ ^ <^o C = 
sein, wobei fo und Fq Konstanten bedeuten. Innerhalb 
des Zylinders vom Radius Tq haben wir demnach 

. ,1 da> 

^« = ^+2"'"d7' 
was wir umformen können in 

2dr , dco _ 



r CO — to 

Durch Integration erhalten wir 

lr2+l(a>-Co)=lA 
oder 

r2(co-Co) = A, 

. , A 

^ = ^0+^2- 

Da in der z- Achse selbst die Rotationsgeschwindigkeit 
nicht unendlich werden soU, so haben wir A = zu, 
setzen. Wir erhalten also 

Das heißt: der Flüssigkeitszylinder vom Ra- 
dius r^ rotiert wie ein fester Körper um die 
z-Achse. 

Setzen wir hingegen t = , so haben wir die 
Gleichung 
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ZU lösen. Dies ergibt 

C 

Da wir eine Unstetigkeit ausschließen, so müssen für 
r = Tq die beiden co einander gleich werden, d. h. es muß 

^0— 2 

sein. Die Geschwindigkeit, mit welcher sich die Flüssig- 
keit um die z- Achse bewegt, ist sonach 

ra. = ^ = M. 
r r 

Wir haben also wohl zu unterscheiden zwischen 
der Gesamtbewegung der Flüssigkeit und der 
rotierenden Bewegung der einzelnen Teilchen 
um sich selbst. Während wir nämlich für unseren 
Flüssigkeitswirbel, sobald r > rQ ist, zwar eine rotierende 
Bewegung der gesamten Flüssigkeit haben, macht jedes 
Teilchen um sich selbst keine Drehung. 

§ 62. Stationäre Bewegung einer idealen Flüssigkeit. 

Ist die Geschwindigkeit und deren Richtung 
in jedem Punkt einer Flüssigkeit von der Zeit un- 
abhängig, so nennen wir dies einen stationären 
Zustand. Für diesen wird also 

öu öv 5w 

werden. Wir führen nun das Geschwindigkeitspotential 
imd für die Kräfte das Potential Y ein, multiplizieren 
die Gleichungen (32) der Reihe nach mit dx, dy, dz, 
addieren und integrieren sie imd erhalten so 
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c2 p 

2 Q 

wobei c^ = u2 -|- v2 _|_ ^2 bedeutet. Wirkt nur die 
Scliwere, so ist ^ 

daher der Druck 

Diese Gleichung wollen wir benützen, um den Druck 
zu berechnen, welchen eine FlOßsigkeit, die parallel zur 
X-Achse mit der Geschwindigkeit u^ fließt, ausübt, wenn 
wir in dieselbe einen kreiszylindrischen Stab vom Ea- 
dius E stecken. Die Stabachse bilde die z- Achse eines 
Koordinatensystems. Es wird natürlidi dadurch in der 
Umgebung des Stabs die Geschwindigkeit imd Bewe- 
gungsrichtung der Flüssigkeit geändert. Denken wir 
uns den Stab jedoch unendlich lang, so wird sich diese 
Änderung nur auf u und v, nicht aber auf w beziehen. 
Es bleibt also w = , und wir brauchen Woß den Vor^ 
gang in der xy-Ebene der Betrachtung zu unterziehen. 

Wir setzen x^ + y2 = r^ . Nach der Kontinuitäts- 
gleichung . . 
du äy , dw 

ox öj dz 
muß also für das Geschwindigkeitspotential '99 die 
Gleichung 

c)x2"^öy2"^az2 
existieren, welche sich in unserm Fall auf 

— ^-J ^ = (36) 



^x2 ' dj 
reduziert, da ja w = ist 
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Diese Bedingungsgleichung wird erfüllt durch 
99=4> — UoX, 

e^ 8 

wenn für r = oo -^ — = -^ — = wird, und die Be- 

o X c y 

Ziehung besteht 

Wir haben dann in der Tat im obigen Sinn nur eine 

Strömung parallel zur x-Achse mit der Geschwindigkeit 

Uq. Es wird sich im späteren zeigen, daß die Funktion 

^ Ax 

mithin 

Ax 

allen gestellten Anforderungen genügt Vorerst sieht 
man durch Differentiation ohne weiteres, daß Gleichung 
(36) erfüllt ist. 

Senkrecht zur Oberfläche des Zylinders kann natür- 
lich keine Geschwindigkeitskomponente vorhanden sein, 
d. h. es muß ,. . 

T^ =0 
\dr/R 

sein. Wir wollen — = cos y setzen und erhalten so 
r ' 



<p = — eosy — T vlq eosy , 




mithin 

(e<p\ A 


= 0. 


Daraus folgt. , ^^ 
A = — Uo R^ 
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und 



dq? 2UoR2xy 



daher 

,x2R2 



dj r^ 

Für die Oberfläche des Zylinders erhalten wir nun 

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung für den Druck 
ein, so ergibt dies schließlich 

Es wird demnach auf die linke Seite des 
Zylinders genau derselbe Druck wie auf die 
rechte ausgeübt. Dasselbe ist der Fall, wenn sich in 
ruhender Flüssigkeit der Zylinder parallel zu sich selbst 
fortbewegt. Er erfährt dann gar keinen Wider- 
stand. Man kann übrigens für jeden beliebigen Körper 
diese auffallende Erscheinung nachweisen. Allerdings 
muß die Flüssigkeit eine ideale sein. 

§ 63. Wasserwellen. 

Wir denken uns Wasserwellen, w^elche in der Rich- 
tung der X-Achse fortschreiten. Die Wasserteilchen 
machen also nur Bewegungen parallel zur x- imd z-Achse. 
Es verwandelt sich daher die Kontinuitätsgleichung 



dn . 6y , c'w 

C/X CJ ÜZ 
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wegen ^r— = in 

dy 

Oll ßw 
öx dz 
oder, wenn wir das Geschwindigkeitspotential einführen, 

— ^-1 ^ = 

öx2^az2 

Wir untersuchen nun, ob die Wellenbewegung eine 
harmonische sein kann. Wir setzen demnach 

^ = 3 cos a (x — 1) , 
wobei S öi^^ö Funktion von z allein darstellen soll. Es 
ist also 

r/z fr, 

= — a2 3 COS a (x — c t) , 



e^(p 



ÖX2 

■^=d^cosa(x-ct). 

Beide Gleichungen addiert müssen Null geben, was zur 
Folge hat 

dz2 ** ^• 
Als Lösung dieser Gleichung haben wir 
S = Ae»^ + Be-»==. 
Am Boden des Gefäßes, d. h. für z = kann nun 
keine Bewegung parallel zur z- Achse stattfinden, es 
muß hier w = , also auch 

dz 
sein. Es ist aber 

dw 

^- = a (A e* =^ — B e- * ==) cos a (x — c t) . 

Soll dies für z = ebenfalls NuU werden, so muß 
A = B 

Jäger, Theoretische Physik I. r^ ^ 
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sein, woraus resultiert 

9? = A(e*'^ + e-*')cosa(x — et). 
Zur Bestimmung der Geschwindigkeit c bedienen 
wir ims der hydrodynamischen Grundgleichungen (32), 
in welchen wir die Geschwindigkeiten durch deren 
Potential ersetzen wollen. Femer wollen wir annehmen, 
daß wir es nur mit kleinen Amplituden zu tun haben, 

so daß wir die Produkte Uy- usw. vernachlässigen 

können. Wir erhalten dann 

_ÖV_J. (9p 
^x Q dx 

und zwei analoge Gleichungen nach den beiden anderen 
Richtungen des Koordinatensystems. Unter V verstehen 
wir das Potential der Kräfte X, Y, Z. Durch Integration 
erhalten wir also 

dt Q 

Auf die Flüssigkeit wirke bloß die Schwere. Dann ist 
V = gz \md 

Da wir nur kleine Amplituden annehmen, so können 
wir den Druck an irgend einer Stelle der Flüssigkeit 
als unabhängig von der Zeit ansehen, so daß wir durch 
Differentiation nach t die Gleichung 

erhalten. Nun ist aber 

dz de 



__ ___^ 
'^t"^""" dz' 
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Au§, unserer Lösung für cp finden wir jetzt 

--i: = — a2 c2 A (e»=^ + e~*") cos a(x — c t) 

und 

dw 

-TT- = a A (e* ^ — e- * ^) cos a (x — c t) . 

dz ^ ^ ^ ^ 

Setzen wir hier für z eine beliebige Höhe h der Flüssig- 
keit ein und bilden mit den so erhaltenen Werten die 

. ^^(p S(p 

Gleichung ttt^ + g-;— = 0, so erhalten wir daraus 

dt^ dz 

den Wert der Fortpflanzungsgeschwindigkeit c 
für die betreffende Höhe h der Flüssigkeit. Dieser ist 
gegeben durch . ^, 

c =^ — • . 

a e*^ + e-*^ 

Den Wert für a können wir sehr leicht finden, 
wenn wir die Wellenlänge A einführen. Wächst nämlich 
X um A, so muß sich derselbe Zustand wiederholen. 
Es muß also aA = 2 jt, folglich 

271 

a = -- 

sein, woraus folgt 



2 jih 2jth 



gA e ^ — A ^ 

r*.* = — 



271 ^^^ 2 jgh • 

• e ^ +e ^ 
Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit von der Wellenlänge abhängig, was zur 
Folge hat, daß Dispersion der Wellen eintritt. 

8* 
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Ferner ändert sie sich mit der Höhe der Flüssigkeit. 
Jede Störung in eioer Flüssigkeit wird daher bei der 
Fortpflanzung sofort ihre Gestalt ändern, wenn sie 
nicht einer harmonischen Kurve entspricht. Ist h gegen- 
über X sehr groß, so wird 



-m 



Diese Formel gilt demnach an der Oberfläche tiefer Ge- 
wässer. Es ist dort also die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit der Wellen einfach der Wurzel 
aus der Wellenlänge proportional. 

§ 64. Innere Reibung — Ausfluß aus engen Röhren. 

Eine bewegte Flüssigkeit, welche in einem Gefäß 
sich selbst überlassen wird, kommt allmählich zur Ruhe. 
Die Ursache davon ist die innere Reibung der 
Flüssigkeit. Strömen nämlich zwei parallele Flüssig- 
keitsschichten mit verschiedener Geschwindigkeit, so übt 
die schnellere auf die langsamere eine Be- 
schleunigung, die langsamere auf die schnellere 
eine Verzögerung aus. 

Wir nehmen der Einfachheit halber ebene Schichten 
an. Die Geschwindigkeit ändere sich von Schicht zu 
Schicht in linearem Verhältnis. Nach Newton ist dann 
die innere Reibung 

E=-,f|^. (37) 

Diese Gleichung besagt folgendes. Ändert sich die 
Geschwindigkeit u der Schichte senkrecht zu ihrer Be- 

wegimgsebene im Verhältnis - — , so übt auf eine Ebene 

dz' 

von der Größe f die darunter befindliche Flüssigkeits- 
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schichte in der Richtung der Bewegung einen Zug 
— rjf -z— aus. rj ist eine Konstante der Flüssigkeit. Man 

CL Z 

nennt sie die Reibiings konstante oder den 
Reibungskoeffizienten. 

Wir wollen den Einfluß der inneren Reibung 
auf die Bewegung von Flüssigkeiten in engen 
Röhren untersuchen. Bezüglich der Rohrenachse sei 
alles symmetrisch angeordnet. Wir bilden uns einen Ele- 
mentar-Zylinder, indem wir um die Achse zwei Zylinder- 
flächen vom Radius r und r + dr legen. Die Länge 
des Zylinders sei |. Die Bewegung der Flüssigkeit sei 
stationär, d. h. die Summe aller Kräfte, welche an 
unserem Zylinder angreifen, muß NuU sein. Auf die 
linke Seite des Zylinders, dessen Achse wir uns hori- 
zontal denken, wirke der Druck p, das ergibt die 
Kraft 2jrr dr • p. Yon der rechten Seite her haben wir 
die Kraft — 2jrrdrp'. Nun ist 

mithin der resultierende Druck 

2 jrr d r (p — p') = — 2 jrrf -r-^d r . 

Zu dieser Kraft kommen noch die Reibungs- 
kräfte. Für die innere Zylinderfläche haben wir nach 
Gleichung (37) 

R= — znr^Y}- 



fÜF die äußere 



'dr 



R'=R + ^^dr. 
dr 
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Beide Kräfte wirken aber in entgegengesetztem Sinn, 
weshalb wir sie voneinander zu subtrahieren haben, 
wonach wir erhalten 

_ _, dR , ^ • V cl / du\ , 

R-R'=-— -dr=2jrf?7— - r— dr. 
dr 'dr\ dr/ 

Die Summe aller Kräfte, welche an imserem Elementar- 
zylinder angreifen, ist also 

dx 'dr \ dr/ 

woraus folgt 

dx 

Da der Druck p von r völlig unabhängig ange- 
nommen werden soll, so genügt für unsere Gleichung, 

p = ax + b 
zu setzen, was ziu* Folge hat, daß 

"^-^dlA^d^J^^ 
und integriert 

ar2 du 

-2— '?r^r = ^ 

wird. Schreiben wir diese Gleichung 

ar du C 

T~"^d^^7 

imd integrieren nochmals, so bleibt 

ar2 

— wu = Clr + D. 

4 

Für r = kann nun die Gesch^vindigkeit u nicht un- 
endlich groß werden, es muß also C==0 sein. Femer 
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sei die Geschwindigkeit an der Röhrenwand Null, d. h. 

ar? 
für r = r. ist u = , daher D = - — . Demnach wird 
A 4 

unsere Gleichung 

Diese Formel für die Geschwindigkeit der Flüssig- 
keit können wir nun benützen, um die Ausfluß- 
menge zu bestimmen. Durch das Qiierschnittselement 
2jrrdr wird in der Sekunde das Flüssigkeitsvolumen 

2jrurdr= — — -(rj — r2)rdr 

fließen. Durch den ganzen Querschnitt strömt daher 
die Menge 

Fl 

2r}J^^ ^ 2fj[ 2 4 Jo 



^ :^arf_ jr(pi— Po)r| 
8^ 8^1 

wenn wir unter p^ den Druck am Anfang, unter p^ jenen am 
Ende verstehen, und 1 die Länge der Röhre ist, da ja dann 

a = — ^^ ^^ wird. Die von uns gewonnene Gleichung 

enthält das Gesetz von Poiseuille, nach welchem die 
Ausflußmenge der 4. Potenz des Radius und 
dem Druckunterschied am Anfang und Ende 
der Röhre direkt, ihrer Länge verkehrt pro- 
portional ist. 
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Aknstik. 

§ 65. Gegenstand der Aknstik — Wellenbewegung — 
schwingende Bewegung. 

"Wir behandeln in der Akustik, der Lehre vom 
Schall, jene Bewegungserscheinungen, welche 
immer in Begleitung einer SchallwahmehmuDg in der 
Außenwelt auftreten und die man deshalb mit Recht 
als die physikalische Ursache des Schalls ansieht. 

Unser Gehör wird durch die Bewegungen der Luft 
erregt, welche in unsere Ohrmuschel gelangen. Die 
Luft pflanzt also den Schall fort; man sagt, sie 
vollführt eine Wellenbewegung. 

Gesetzmäßigkeiten der Schallerregung hat man nur 
in jenen Erscheinungen gefimden, denen eine sich 
regelmäßig wiederholende Bewegung als Begleit- 
erscheinung entspricht. Es sind dies die Klänge. Ein 
Klang wird demnach durch eine sogenannte periodi- 
sche, eine schwingende Bewegung erzeugt und vom 
umgebenden Medium, gewöhnlich Luft, zum Ohr fort- 
gepflanzt. Es wird daher unsere Hauptaufgabe sein, 
die Wellenbewegung und die schwingende Bewegung zu 
untersuchen. 

§ 66. Gleichnngen für die Schallbewegong in der Luft. 

Die Bewegung der ims umgebenden Luft muß sich 
dm'ch die im § 57 abgeleiteten hydrodynamischen Grund- 
gleichungen darstellen lassen. Für imsem Zweck ver- 
einfachen sie sich bedeutend, da wir äußere Kräfte 
völlig ausschließen wollen; ferner sollen alle vor- 
konamenden Geschwindigkeiten sehr klein sein, 
so daß auch die auftretenden Dichtenänderungen sehr 
klein ausfallen, weshalb alle Produkte und höheren 
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Potenzen solcher Meinen Größen unbedenklich ver- 
nachlässigt werden können. 

Die Dichte wollen wir darstellen durch 

wobei ^0 die Dichte der ruhenden Luft sein soll, wäh- 
rend a die Abweichung der Dichte von ihrem normalen 
Zustand angibt. Die Kontinuitätsgleichung wird dem- 
nach, da ^ ^ 
CQ _ do 

ät^^^äT' 

ferner a, u, v, w sehr kleine Größen sind, 

dt ox dj dz ^ ^ 

Die Bewegungsgleichungen werden, da auch -r— usw. 

öx 
sehr kleine Größen sind, 

öt~ q8x ^^^^ 

usw. Wir haben hier die fünf Größen a, u, v, w, p, 
deren Abhängigkeit von der Zeit und dem Ort bestimmt 
werden soll. Dazu ist neben den vier vorhandenen 
Gleichungen noch eine fünfte nötig. Wir benützen als 
solche das Poissonsche Gesetz 

Pv'' = PovS, (40) 

welches in der mechanischen Wärmetheorie be- 
gründet wird und die Beziehung zwischen Druck und 
Yolumen eines Gases angibt, wenn die Zustands- 
änderung eine sogenannte adiabatische ist, d. h. 
eine solche, bei welcher die Bewegungen so rasch voi 
sich gehen, daß dabei auftretende Temperaturdifferenzer 
sich nicht ausgleichen können, x ist das Yerhältnig 
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der spezifischen Wärme der Luft bei konstantem 
Druck zu jener bei konstantem Volumen und 
besitzt einen konstanten Wert. 

Es unterscheidet sich dieses Gesetz wesentlich vom 
Boyleschen pv = p,Vo, 

welches die sogenannte isotherme Zustandsände- 
rung angibt, bei welcher die Bewegungen so langsam 
vor sich gehen, daß sich die auftretenden Temperatur- 
unterschiede immer ausgleichen können. 

Da Dichte und Volumen verkehrt proportional sind, 
so können wir Gleichung (40) auch schreiben 



- = i^y=(l+GY^l+xo, 



oder 

JP 

Po 
Daraus folgt, daß 

öp do 

ist. Die Gleichungen (39) werden demnach 
^u _ Po«öa 

^t ^0 ^X 

usw., indem wir wieder beachten, daß die Produkte 
sehr kleiner Größen weggelassen werden können. 

Differenzieren wir diese Gleichungen der Eeihe iiach 
nach X, y, z und addieren sie, so erhalten wir 
d /du Sy ^w\_ Pox/a^g e^o d^o\ 

Nach Gleichimg (38) ist aber 



6 /du dv dw\ 



d^o 



dj^ dz) et^' 
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-was mit Rücksicht auf die vorhergehende Gleichung 
ergibt ^_Vo^(ß^,ö2o e^\ 

§ 67. Panktförmige Schallquelle. 

In der Regel entsteht der Schall an einem Punkt, 
von wo aus er sich nach aUen Richtungen fortpflanzt. 
Einen solchen Punkt wollen wir als Ursprung eines Ko- 
ordinatensystems ansehen, so daß wir x^ -]- j^ -{- z^ = r^ 
setzen können. Dann ist 

d o _S o 6t ^do X 

8x dr dx ör r ' 

e^ö e^o er X , 1 do x eo er e^o x^ 



■+- 
+- 



cx^ 5r2 5x r r ßr r^ ^r 5x ßr^ r^ 

ea_ 1 _eo x2 

er r c'r r^' 



Analoge Gleichungen ergeben sich für -7^-— luid -tt—z. 

cj^ d z^ 

Alle drei Gleichungen addiert liefern 

6^0 e^o d^ö_d^ö 2eo 

Jx'^'^Iy^'^T^^'d^'^Ver' 
Nun ist weiter 
^2(7 2 80 



1 ( e^o , aa\ 1 e ( eo , \ 
- rVe7^ + ^'j^)==J e"rV^~r + V 

1 e^{ro) 



r dr^ ' 
wonach Gleichung (41) in 

e^_Vo^e^a) 
et^~QoT er^ 
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übergeht, was wir noch in 

at2 —^ Ör2 

umwandeln können, wenn wir — — = a2 setzen. Wir 

wollen etwa noch to = oc schreiben und erhalten so die 
Gleichung in ihrer einfachsten Form 

~e^^^ Ör2 ' 

§ 68. Geradlinige Fortpflanzung des Schalls. 

Wir haben als allgemeine Lösung der zuletzt ge- 
wonnenen Gleichung, wie man sich leicht überzeugen 

' a = f(r — at). 

Mithin ist 

a = — f(r-at). 
r 

Daraus geht hervor, daß sich jede Dichtenänderung 
im Erregungspunkt des Schalls in Form einer Kugel- 
welle fortpflanzt, daß jedoch die Stärke der Dichten- 
änderung verkehrt proportional dem Kadius- 
vektor r ist. 

Ist zur Zeit t' die WeUe in /, zur Zeit t" in r" 
angekommen, so muß / — af = r" — af' oder 
r^^-r^ _ 

sein, d. h. a ist die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit des Schalls. Wir wissen, daß 
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ist. In der Tat liefern die entsprechenden Werte des 
Po, Qq und X für Luft als Schallgeschwindigkeit die 
beobachtete Größe. 

Newton, welcher schon eine mathematische Theorie 
der Fortpflanzung des Schalls gab, erhielt für die Ge- 
schwindigkeit 1/ — , einen zu kleinen Wert, weil er für 

die Zustandsänderung der Luft daß Boylesche Gesetz 
als richtig voraussetzte. 

§ 69. PlanweUen. 

Hat sich der Schall schon weit von seinem Ur- 
sprung entfernt, so können wir ein kleines Stück der 
Kugelwelle als eben, mithin eine einzige Fortpflanzungs- 
richtung des Bewegungszustands aller Punkte annehmen. 
Eine solche Welle nennen wir dann eine Planwelle. 

Wir wollen für ihre Bewegung Gleichung (41) in 

benützen. Wie durch Differentiation leicht zu erkennen, 
haben wir als allgemeine Lösung dafür 

a = f (x cosa + y cos/J + z cosy — a t) . 
Es pflanzt sich in diesem Fall der SchaU demnach un- 
geschwächt in jener Eichtung fort, welche mit den 
Achsen des Koordinatensystems die Winkel a, ß, y 
einschließt. 

§ 70. Reflexion des Schalls. 

Geht die Schallbewegung bloß parallel ziu* x z-Ebene 
vor sich, so ist cos^=0, es wird 

a = f (xcosöc + zcosy — at). (43) 
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Die xy-Ebene sei mm eine starre Wand, auf welche 
die Planwelle trifft. Die Geschwindigkeit der Luft- 
teilchen parallel zur z-Achse muß in dieser Ebene be- 
ständig gleich Null sein, d. h. es muß 

c'w_ "PqX c'a_ 

dt Qo d^ 

sein, was erfüllt ist, wenn 

oz 
ist. 

Finden in einem Punkt infolge mehrerer durch- 
gehender Wellen mehrere Dichtenänderungen statt, so 
ist die resultierende Dichtenänderung gleich der 
algebraischen Summe der einzeln auftretenden. 

SoU daher die Bedingung -^— = für die xy-Ebene 

c z 

erfüllt sein, so brauchen wir zur vorhandenen Welle 
nur noch eine zweite hinzuzufügen, welche dem Pimkt 
in der x y-Ebene die entgegengesetzte Bewegung zu er- 
teilen sucht. Für unsere Welle ist nun 

So ■ 

^ = cosrf. 

Konstruieren wir also noch eine zweite, für welche 

-^r- = — cosy «f 

dz 

ist, so erfüllen beide Wellen die Bedingung, daß in der 
xy-Ebene keine Geschwindigkeit parallel zur z- Achse 
vorkommt. 

Während also nach Gleichung (43) ein Wellenzug 
von oben kommend die xy-Ebene durchsetzt, muß 
gleichzeitig ein zweiter als vorhanden gedacht werden, 
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für welchen 

a = f (x cosä — z COS}' — a t) , 

der also genau das Spiegelbild des ersten ist. Trifft 
demnach die Planwelle auf die starre x y-Ebene, so wird 
sie durch eine neue ersetzt, deren Kichtimg nach den 
bekannten Gesetzen der Eeflexion gefunden wird. 

§ 71. Brechung des Schalls. 

Wir untersuchen jetzt, welchen Weg der Schall 
nimmt, wenn er von einem Gas in ein anderes über- 
geht, das etwa vom ersteren durch eine sehr dünne, 
voUkommen biegsame Kautschukmembran getrennt ist. 
Die Trennungsfläche sei eine Ebene, die wir zur xy-Ebene 
machen. 

Trifft ein Wellenzug von oben auf die Trennungs- 
flache, so wird dadurch die weitere Fortpflanzung ge- 
stört werden. Es werden im allgemeinen neue Be- 
wegungserscheinungen auftreten, die sich teilweise im 
alten Medium, teilweise im neuen fortpflanzen. Für 
die Trennungsfläche selbst müssen wir der Kontinuität 
halber annehmen, daß dort der Druck und ebenso die 
Geschwindigkeit der Teilchen parallel zur z-Achse 
in beiden Gasen gleich ist. Nun wissen wir, daß der 
Druck 

P = Po[|-]=Po(l+<j)'' = Po(l+>«ö) 

ist, indem wiederum o als klein vorausgesetzt wird. 
Für ein zweites Gas haben wir 

Pi = Po(l + «i<Ji)- 
Für die Gleichheit beider Drucke gilt 
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^ w 
Ferner soll die Geschwindigkeit w, also auch ^r- für beide 

Gase an der Trennnngsebene dieselbe sein. Wir wissen, 
daß ■ . 

ow 2 ^^ 

"äT^"^ Tz' 

Es muß daher die Gleichung bestehen 

^ az"^ dz' 
Die Dichtenanderung a rührt zum Teil von der 
einfallenden, zum Teil von der reflektierten 
Bewegung her. Wir wollen deshalb 

setzen. Es sei 

. ^ w . / x cos (x' + y cos/3' + z cos y' \ 

Yon der Möglichkeit dieser Lösung für Gleichung (42) 
kann man sich leicht überzeugen. Analog sei 



und 

0^ 



o" = M' F [ ^ ^^ ^" -\-jQO^ß" + z cos y" _ \ 

. _A ^../ xcosai + ycos^i + zcosyi \ 
,-K,xpy - tj. 



Wir wollen cos^'=0 wählen, d. h. die Fortpflanzung 
der ursprünglichen Erregung geschehe parallel zur x z- 
Ebene. Es ist dann 



(/ = A 



, /x cos ö^' + z cos y' \ 



Für alle Werte von x, y und t soll nun 

xo' '\-xo'' = H^o^ (44) 

sein. Dies ist erstens nur möglich, wenn auch a'' und 
ai von y völlig unabhängig, d. h. wenn 
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cos/?" = cos/?i = 
ist. Es liegt demnach die Fortpflanzungsrichtung der 
reflektierten und der im zweiten Medium weiter- 
gehenden Bewegung mit der ursprünglichen in einer 
Ebene. 

Soll Gleichung (44) für alle "Werte des x gelten, 
so wird für x=0 

Das ist aber nur mögUch, wenn 

f(_t)=i(_t)=9,(_t) 

ist. Desgleichen hat (44) für alle Zeiten, also auch für 
t = zu gelten, wonach 

wird. Wir gelangen danach zur Folgerung 
X cos a' X cos ä" X cos ö^i 
a a % 

Diese Gleichung enthält sowohl das Reflexions- als 
das Brechungsgesetz; denn aus ihr folgt cosä' 
= cosä" oder 



^ cos a cos Äi , , , . , 

imd = oder, da cos oc = sm y , cos oc^ = sm y^ , 

a a^ 

sin y' _ a 
sin y^ % ' 



§ 72. Dopplers Prinzip. 

Wir wollen von nun an nur noch periodische Be- 
wegungen der Luft in Betracht ziehen. Die einfachste 
Form derselben ist 

Jäger, Theoretische Physik I. 9 
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:CCOS 



(¥-)• 



Eine solche einfache schwingende Bewegung 
nennen wir einen Ton. c ist die Amplitude, t die 
Dauer, e die Phase der Schwingung. Die 
Schwingungsdauer r oder deren reziproker Wert, die 

Schwingungszahl n = — , bestimmt die Tonhöhe. 

Eine Schallquelle gebe einen Ton von der Schwin- 
gungszahl n und bewege sich in der Fortpflanzungs- 
richtung des Schalls mit der Geschwindigkeit v. In 
einer Sekunde legt der Schall die Strecke a (Schall- 
geschwindigkeit) zurück, folglich befinden sich auf der 
Strecke a— v n Wellen, auf der Strecke a ist demnach 

die Zahl der Wellen n . Diese treffen in der 

a — V 

Sekimde das Ohr, welches somit einen Ton von der 

a 

Schwingungszahl n hört. Nähert sich also 

a — V 

die Schallquelle dem Ohr, so ist der Ton höher, 
entfernt sie sich (wird v negativ), so ist er tiefer, 
als wenn die Entfernung, Schallquelle — Ohr, kon- 
stant bleibt. 

Ist die Tonquelle in Euhe, so gehn auf die Strecke a 
in der Fortpflanzungsrichtung des Schalls n Wellen. 
Diese passieren in einer Sekunde das ruhende Ohr. 
Nähert sich das Ohr der TonqueUe mit der Geschwindig- 
keit V, so ist die relative Geschwindigkeit des Schalls 

gegenüber dem Ohr a + v, somit passieren n Wellen 

a 

in der Sekunde das Ohr, der Ton ist höher geworden. 

Bei entgegengesetzt gerichteter Bewegung des Ohrs 
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wird der Ton vertieft. Die letzte Formel ist nicht 
identisch mit der früheren; nur wenn v gegen a klein 
ist, geben beide dasselbe Resultat. 

Man nennt diese Vergrößerung, bezüglich Ver- 
kleinerung der Schwingungszahl durch die Bewegung 
des schwingenden Körpers oder des Ohrs in der Fort- 
pflanzungsrichtung des Schalls nach seinem Begründer 
das Dopplersche Prinzip. 

§ 73. Interferenz der Schallwellen. 

Wirken mehrere Kräfte in einem Punkt so zu- 
sammen, daß gleichzeitig mehrere Dichtenänderungen 
derselben Periode daselbst entstehen würden, so wird 

, . 2^t . 

+ sm J^ c sm e 

T 

sein. Dieser Ausdruck stellt wieder eine einfache har- 
monische Schwingung dar; denn setzen wir 

^ccose = rcosi?, ^csin£ = rsini?, 
so wird 



a = 2'ccos(-^^^^— £)=cos 2*0 cos € 



a = rcosl Pj . 



r und 1? lassen sich leicht bestimmen, da ja 

r2= (2*0 cos €)^+ (U c sin ey 
und 

^ _ ^csine 

2^ c cos £ 
ist. Die Erfahrung bestätigt unsere Formel, bleibt 
doch eine Melodie dieselbe, ob sie von einem einzigen 
Instrument oder vom ganzen Orchester unisono gespielt 
wird. Diese Vereinigung mehrerer Schwingungen 

9* 
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zu einer einzigen nennt man Interferenz der 
Schwingungen. 

Wir wollen als speziellen Fall das Zusammen- 
wirken zweier Schwingungen betrachten. "Wir erhalten 
dafür 

r2= (c cos e + c' cos e^^ + (c sin £ -|- c' sin e'Y 
=■ c2 + c'2+ 2 c c' cos {e—e') . 
Die Größe der neuen Amplitude hängt also wesentlich 
vom Phasenimterschied e — c' ab. Ist £ — f'=2kjr, 
wobei k = , 1 , 2 usw. sein kann, so ist 

r = c + c'. 
Für e — e'=(2k + l)jT wird 

r = c — c'. 

In dem einen FaU tritt eine Verstärkung, im 
andern eine Schwächung des Tons ein , ja ist c = c', 
so heben sich im letztern Fall die Schwingungen voll- 
ständig auf. Es entsteht überhaupt kein Ton. Es zeigen 
sich diese Erscheinungen am besten an Quinckes 
Interferenzröhren und Stefans Interferenz- 
apparat. 

§ 74. Schwebungen — Differenztöne. 

Wir lassen jetzt zwei Schwingungen verschiedener 

Dauer auf einen Punkt einwirken. Wir haben dann 

/2^t \ , , /2^t \ 
a = c cos I « I + c cos I — ^ £ I . 

Im allgemeinen stellt o keine harmonische Schwingung 
dar, ja wenn x und if inkommensurable Größen sind, 
so wiederholt sich ein gegebener Zustand überhaupt nie 
wieder. 

Wir wollen -. ^ 
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setzen und m und n die Schwingungszahlen nennen. 
Wir haben jetzt 

a = c cos (2 :7r m t — e) + c' cos (2 71 n t — e') 
= c cos ( 2 TT m t — e) + c' CO s [ 2 71 m t — 2 jr (m — n) t — fi' J . 
Ist m von n nur wenig verschieden, so vermag das Ohr 
die beiden Töne nicht mehr zu unterscheiden, da ja für 
die Tonhöhe lediglich die Schwingungszahl maßgebend 
ist. Die Amplitude des Tons ist nun nach dem Vorher- 
gehenden 

r=yc2 + c'2+2cc'cos[— 2 TT (m — n)t + € — £']. 
Es ist demnach die Amplitude eine Funktion der Zeit. 
Setzen wir der Einfachheit halber € — £'=0, so wird 

r = c + c' 
ein Maximum für 2 ji (m — n) t = , 2 jt^ 47i..., 
hingegen wird r = c— c' 

ein Minimimi für 2 jr (m — n) t = jr, 3 ti, 5 ti . . . Wir 
haben also wiederum eine periodische Bewegung vor 
uns, die sich als Anschwellen und Abnehmen des Tons, 
als Schwebung geltend macht. Die Dauer einer 
Schwebung ist ' ^ 

r= . 

m— n 

m — n können wir analog die Schwingungszahl 
nennen. Wird m — n genügend groß, so hören wu- 
beide Töne, und auch die Schwebungen nehmen den 
Charakter eines Tons an, den wir den Differenz ton 
nennen. Der Differenzton wird um so tiefer sein, je 
näher aneinander die zwei erzeugenden Töne liegen. 

§ 75. Einfach schwingende Bewegung. 

Wir betrachten ein materielles System, welches sich 
nur so bewegen kann, daß durch die Lage eines einzelnen 
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Punkts die jeweilige Lage des Systems bestimmt ist. 
Das wäre z. B. der Fall für einen starren Körper, 
welcher keine Drehung vollführt, sondern nur fort- 
schreitende Bewegung. Das System habe die Eigen- 
schaft, daß jede Verlegung aus seiner Ruhelage Kräfte 
hervorruft, welche proportional der Entfernung 
von der Ruhelage sind und das System in die 
Ruhelage zurückzubringen suchen. Ist die Masse 
des Systems m, seine Entfernung aus der Ruhelage s, 
so erhalten wir die Kraftgleichung 

d^s 
m-~ = -^s. 

Wir haben als Lösung dafür 

s = A cos (a t — e) 

(§ 9), wenn wir — = a^ setzen. Das System macht also 

eine einfach schwingende Bewegung, erzeugt 
einen Ton von der Schwingungszahl 

a 

§ 76. Einfloß eines widerstehenden Mittels. 

Unser Körper soll in einem Mittel schwingen, welches 
einen Widerstand proportional der Geschwindig- 
keit des Körpers leistet. Dann wird die Bewegungs- 
gleichung 



d2s ^ds 
^dl^ = ~^^-^dt- 
Hierfür ist die Lösung (§ 10) 

s = Ae-»>*cos(ya2 — bn— e), 

a ß 

wenn — =a2, ^ = 2b gesetzt wird. Die Schwingungs- 
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zahl ist 



yä2 



27r 
Es wird also erstens der Ton gedämpft, der Körper 
hört allmählich auf zu tönen, femer wird die Tonhöhe 
erniedrigt. 

§ 77. Resonanz. 

Auf unser System im widerstehenden Mittel wirke 
eine periodische Kraft, etwa die Luftschwingungen eines 
in seiner Nähe erzeugten Tons. Die Kraft, welche 
diese periodische Bewegung auf imsem Körper ausübt, 
sei durch Pcospt gegeben. Die Bewegungsgleichung 
wird demnach 

<l^s ,ds . ^ 

m-^— =-as-^ — + Pcospt, 

oder 

d^s ds „ 

L a2 s 4- 2 b — = E cos p t , 

p 
wenn - =E. Als ein Integral dieser Gleichung 
m 

können wir , , ^ x 

s = A cos (p t — £) 

ds d^s 

ansehen. Bilden wir - und ^r— r, ferner 
dt dt-* 

E cos p t = E cos [(p t — e) + e] = E cos e cos (p t — e) 
— E sin e sin (p t — e) , 
und beachten wir, daß e ganz willkürlich, so müssen 
die Glieder mit dem Faktor cos (p t — c) für sich, ebenso 
jene mit dem Faktor sin(pt — «) die Gleichung be- 
friedigen. Daraus ergibt sich 

A (a2 — p 2) = E cos e , 2 A b p = E sin e , 
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2 b p E sin £ 

^^ = ^^—^2' ^ = Tb"p • 

Wir werden also unter sonst gleichen Verhältnissen die 
größte Amplitude erhalten, d. h. der Körper wird 
unter dem Einfluß der äußeren Kraft um so heftiger 
ins Mitschwingen geraten, je größer sine und 
je kleiner b wird, b muß einen endlichen Wert 
haben. Ist a = p, so wird tge = cx), sin€=l, hat 
somit seinen größten Wert, d. h. wir erhalten die 
stärkste Resonanz, wenn die auf den Körper ein- 
wirkende Kraft dieselbe Periode hat wie die 
Eigenschwingung des Körpers. 

§ 78. Bewegungsgleichung schwingender Saiten. 

Wir denken uns eine Saite in zwei Punkten A, B 
(Fig. 19) mit der Spanmmg P befestigt und briQgen 

sie aus ihrer Ruhelage, je- 
doch so, daß sie eine ebene 

-, , Kurve bildet. Das kleine 

"^ '^ipi 19 ^ Stück MN gelange dabei nach 

M'N'. Die Entfernung aus 
der Ruhelage sei ebenfalls sehr klein, so daß die Än- 
derung der Spannung gegenüber der ursprünglichen 
Spannung vöUig zu vernachlässigen ist. An dem 
Saitenstück WW greifen nun zwei Kräfte an, welche 
verschiedene Richtungen, nämlich jene der Tangenten in 
den Punkten M' und W an die Saite haben. Die Ruhe- 
lage der Saite sei die x- Achse eines Koordinatensystems 
und (X der Winkel, welchen sie mit der Tangente in 
M' einschließt. Dann haben wir in M' eine Kraft 



P sin öt = P V 
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parallel zur y-Achse, da wir wegen der Kleinheit des 
Winkels a Sinus und Tangente desselben vertauschen 
können. Gleicherweise wirkt in N' die Kraft P' sin a . 
Nun ist 

sin (x'= sm (X H ^ d x = -. - + -^~ d x , 

ox ex 0X2 

wenn wir M N = d x setzen. Die Kraft in N' wirkt in 
der Eichtung der y- Achse, die in M' entgegengesetzt. 
Die Resultierende ist also 

Psin (%'— Psin(% = P 7^ — ^dx. 

Ox2 

Ist die Dichte der Saite o, der Querschnitt q, so 
hat das Stück MN die Masse qadx, und seine Be- 
wegungsgleichung wird 



oder 



q 




X 






P Ö2y 

"qa"ax2' 













(45) 



. P 

wenn wir — = a2 setzen, 
qa 



§ 79. Lösung von d'Alembert. 

Wir erhielten für die Transversalschwingungen 
einer Saite dieselbe Gleichung wie für eine Planwelle 
im Luftraum (§ 69). Wir lernten die von d'Alembert 
gefundene Lösung 

y==f(x-at) 
kennen. Aber auch 
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y = F(x + at) 

ist eine Lösung, wie man sich leicht durch Differentiation 
überzeugen kann. Es gilt daher auch 

y = F(x + at) + f(x-at). 

Die Funktionen F und f bestimmen sich aus den 
Anfangsbedingungen der Bewegung. Es genügt, 
für t = die Elongationen y und die Geschwindig- 

keiten ^-- sämtlicher Punkte zu kennen. Es sei dem- 

nach für den Anfang 

dj 

Wir haben dann 

<p(x) = F(x) + f(x) 
und 

V;(x) = aF(x)-af(x). 

Durch Integration erhalten wir 



ih 



;(x)dx = F(x)-f(x)-F(0) + f(0). 
Diese Gleichuog mit jener für 99 (x) ergibt 

X 

F(x) = l9,(x) + l^|v'(x)dx-lF(0) + lf(0) 



und 

X 



daher 
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y = F(x + at) + f(x-at)=y9:>(x + at) 






x-f at 

, ' X. 
X — at 



§ 80. Unendlich lange Saite. 

Die von uns gefundene Lösung gilt nur für eine 
unendlich lange Saite, da wir nur in diesem Fall 
für jeden Wert der Zeit auch Werte der Funktionen 
cp und xp haben. 

Wir nehmen nun an, daß für t = kein Punkt 
der Saite in Bewegung sei, daß also für jedes x ^ (x) = 
ist. Unsere Lösung geht dann in die einfachere über 

y = -9p(x + at) + -^-97(x-at). (46) 

Für alle Punkte der nach beiden Richtungen un- 
endlich langen Saite sei y = , nur für eine kleine 
Stelle um den Nullpimkt habe y = 99 (x) endliche Werte. 
Nach Gleichung (46) teilt sich dieser Wert in zwei 
Teile, d. h. die ursprüngliche Ausbuchtung der Saite 
teilt sich in zwei halb so große, von denen mit der 
Geschwindigkeit a die eine nach rechts, die andere nach 
links längs der Saite fortläuft. 

§ 81. Einseitig begrenzte Saite. 
Läuft eine Welle gegen einen bestimmten Punkt 
der Saite, so können wir uns gleichzeitig von der 
andern Seite eine zweite Welle kommend denken, 
welche dem Punkt genau die entgegengesetzte 
Elongation geben würde. Das hat den Erfolg, daß 
der Punkt selbst immer in Ruhe bleibt. Wir 
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können ihn daher von vornherein fest machen und den 
einen Teil der Saite ganz weglassen. Gelangt dann eine 
"Wellenbewegung gegen diesen Punkt, so wird sie ein- 
fach mit entgegengesetzter Amplitude reflek- 
tiert. 

Wir stellen nun die Bedingung, daß der Endpunkt 
einer einseitig begrenzten Seite eine bestimmte Be- 
wegung y = f (t) mache. Für t = sei die ganze Saite 
noch in Euhe. Es gilt für sie dann Gleichung (46), 
und es muß f ür x = demnach 

sein. Machen wir noch die Voraussetzung, daß für 
t = auch sämtliche Punkte der Saite in ihrer Euhe- 
lage sind, dann ist für aUe positiven Werte von x die 
Größe 9?(x) = 0, folglich auch 9?(at) = 0. Es bleibt 
also nur 

-9.(-at) = f(t), 

was weiter ergibt 

y= 2-9^(x-at)=-9?[-(at-x)] = f^t-^j. 

Es pflanzt sich also der jeweilige Bewegungs- 
zustand am Anfangspunkt mit der Geschwin- 
digkeit a längs der Saite fort. 

§ 82. Schwingungsdauer einer in zwei Punkten be- 
festigten Saite. 

Bringen wir einen Punkt einer an beiden Enden 
befestigten Saite aus seiner Euhelage und überlassen 
dann die Saite sich selbst, so wird sich diese Defor- 
mation nach beiden Eichtungen der Saite in halber 
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Stärke fortpflanzen. Wie wir in § 81 gesehen haben, 
wird an den Befestigungspunkten die Welle mit ent- 
gegengesetzter Amplitude reflektiert, sie durchläuft dann 
die ganze Saite, wird am andern Befestigungspunkt 
ebenfalls reflektiert und kehrt so, wie sie ausgegangen 
ist, wieder in ihre ursprüngliche Lage zurück. Dort 
beginnt dann das Spiel von neuem. Die Zeit, welche 
dabei verfließt, können wir die Schwingungsdauer 
der Saite nennen. Die Saite habe die Länge 1, ein 
Punkt in der Entfernung x vom Anfangspunkt werde 
aus seiner Ruhelage gebracht und dann sich frei über- 
lassen. Es bewegt sich nach links und rechts von x 
aus eine Welle mit der Geschwindigkeit a. Die WeUe, 
welche nach rechts geht, legt bis zur ersten Reflexion 
den Weg 1 — x, von hier bis zur zweiten den Weg 1 
und von hier bis zur ursprünglichen Lage den Weg x, 
im ganzen also 

l-x + l + x = 21 

zurück. Denselben Weg durcheilt die entgegengesetzt 
laufende Welle, a ist die Wellengeschwindigkeit, daher 

21 



die Zeit des Durchlaufens, d. i. die Schwingungsdauer 

P 
der Saite. Wegen a2 = — haben wir demnach für die 
qa 

Schwingungsdauer 



für die Schwingimgszahl 






eine Formel, die sich experimentell l)estätigt. 
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§83. BernouUis Lösung. 

Wir versuchen, ob Gleichung (45) durch 

y = XT 

befriedigt wird, wobei X eine Funktion von x, T eine 
Funktion von t ist t ist also in X, x in T nicht 
enthgdten. Es ist somit 



et«" et« ' 


a«y e«x 
ex2~ ex« 


und es muß 

e«T 


,rn^'X 


-^et«" 


=^'^ex«' 


1 e^T 


_ 1 e«x 



a2T at2 X 5x2 

sein. Da wir hier auf der einen Seite nur die Zeit t, 

auf der andern nur die Abszisse x als Yeränderüche 

haben, so ist die Gleichung nur möglich, wenn 

jeder dieser Ausdrücke gleich einer Konstanten 

— b2 ist. Wir erhalten so zwei Gleichungen 

d2X d^T 

^ _ _ b2 X = — a2 b2 T 

dx2- ^ ^' dt2 ^ ^ ^' 

deren Lösungen periodische Fimktionen sind (§ 9), die 

wir zusammenfassen können in 

/ . ax ax\ . 

y= I Asm |-Bcos — I sm« t 

Csin |-Dcos — jcosö^t, 

wenn wir b = — setzen, 
a 

§ 84. Grundton und Obertöne. 

Die Saite sei an beiden Enden fest. Es muß dann 
zu jeder Zeit für x = und x = 1, auch y = werden, 
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woraus ei'stens B = D = folgt und nur 
y = sin — (Asina t + C cosat) 

et 

übrig bleibt. Damit ferner für x = l, y = wird, 

muß sin — = oder — = jr, 27t . . . , 
a a 

Tia, 2jiSL kjra 

«=-, — ...^ 

sein. 

Wieder ist hier t = — die Schwingimgsdauer, 

a a 2a ka 
^"'2^^2T' 2T'"2T 
die Schwingungszahl. Es kann also die Saite eine un- 
endliche Zahl von Tönen hervorbringen, deren 

tiefster 

a 

ist, eine Lösung, die wir schon früher fanden (§ 82). 
Diesen tiefsten Ton nennt man den Grundton, 
die übrigen die Obertöne der Saite, und da sie 
ganzzahlige Vielfache des Grundtons sind, harmonische 
Obertöne. Gibt die Saite nur den ersten Oberton, 
so schwingt sie in zwei Teilen, sie hat in der Mitte 
einen Knoten. Beim zweiten Oberton schwingt sie in 
drei Teilen mit zwei Knoten usw. 



§ 85. Klänge. 

Die Saite kann nicht nur einzeln ihren Grundton 
und ihre Obertöne geben, sondern auch alle gleichzeitig, 
da ja 
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k JTX 

7 = 2*8111 _ (AkSinkÄt + CkCoskat) (47) 

ebenfalls unsere Gleichung (45) befriedigt. Wir haben 
dann keinen einfachen Ton, sondern einen Klang. Die 
Gleichung dafür ist also im allgemeinen eine unend- 
liche Reihe, welche bestimmt ist, sobald wir den An- 
fangszustand der Saite, d. h. die Elongation und die 
Geschwindigkeit eines jeden Punktes kennen, wenn also 
für t=0 die Form der Saite durch y = ^(x), ihre 

dy 
Geschwindigkeit durch ^ = -y; (x) gegeben ist. Wir 

haben dann 

JIX 27tX . 

q){x) = C^sm — + Cg sm - 



ip{x) = AjL Äsm — + 2 Ag o-sm - 



Es wird in der höheren Analysis nun gezeigt, daß 
für eine derartige Reihe die Konstanten A und C durch 
die Formel bestimmt sind: 

1 



2 r k^rx 





Wir sind somit in der Lage, auf diese Weise die 
Werte der A und C, d. h. die Amplitude der einzelnen 
Obertone zu finden. 

§ 86. Gleichung für die Longitudinalschwingimgen 
in Stäben. 

Denken wir uns einen Stab mit seiner Länge 
parallel zur x- Achse eines Koordinatensystems, so nennt 
man Longitudinalschwingungen jene, bei welchen 
sich die Teilchen parallel zur x-Achse bewegen. 
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Wir legen senkrecht durch unsera Stab zwei paral- 
lele Ebenen, welche um dx voneinander entfernt sind. 
Diese schneiden aus dem Stab ein Stück von der Masse 
q d xa heraus, wenn q der Querschnitt, o die Dichte des 
Stabs ist Befindet sich dieses Stabelement nicht in 
seiner Euhelage, so werden auf beiden Seiten Spann- 
kräfte wirken. 

Wenn wir einen Stab mit der Kraft P dehnen, 
so erfährt er eine Yerlängerung 

^ qE' 
wenn 1 die Länge des Stabes ist. Die Konstante E 
nennt man den Elastizitätskoeffizienten. Danach 
finden wir die Spannkräfte, welche auf unser Stab- 
element wirken, folgendermaßen. Der Querschnitt in 
der Entfernung x erlangt nach der Dehnung die Lage 
x + f, jener in der Entfernung x + dx die Lage 
X + d X + ^. Betrachten wir f als Funktion von x, so 

r=f+;^dx. 

ox 
Die Verlängerung des Stabelements ist nun 

Daraus folgt 



A=r-i=|idx. 



Während nun diese Kraft auf der Vorderseite des Stab- 
elements nach links wirkt, greift auf der rechten Seite 
in entgegengesetzter Richtung eine Kraft 



P'=P + ^r-dx 
t X 



Jäger, Theoretische Physik I. 
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an. Es wirkt mithin die resultierende Kraft 

SP d^£ 

F-P = ^dx = Eq^dx. 

^x ox^ 

Die Kraft muß gleich dem Produkt aus Masse 
und Beschleunigung des Stabelements sein. Wir erhalten 
demnach die Gleichung 



oder 






E 
wenn wir b.^=— setzen. . 
o 

Wir haben also auch hier genau dieselbe Gleichung 
wie für die Transversalschwingungen der Saiten oder 
für die Fortpflanzung einer Plan welle in der Luft. Der 
einzige Unterschied ist die physikalische Bedeutung der 
Größe a. 

Unsere Gleichung können wir auch ohne weiteres auf 
die Longitudinalschwingungen in gespann- 
ten Saiten anwenden, da eine ursprünglich vorhandene 
Spannung auf die LongitudinalweUen gar nicht von 
Einfluß ist, indem dieselbe ja über die ganze Saite 
konstant ist, somit das Saitenelement nach beiden Seiten 
mit derselben Kraft zu ziehen trachtet Alle Lösungen, 
welche wir füi* die Transversalschwingungen der Saiten 
fanden, können wir nun ohne weiteres auf die Longitu- 
dinalschwingungen der Stäbe übertragen. 
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§ 87. Töne eines an beiden Enden freien Stabes. 

Eine Lösung unserer Gleichung 

ist (§ 83) 

f=IAsin |-Bcos -Isinat. 

Für ein ireies Stabende ist die Spannung natür- 

lieh gleich Null, also Eq-^-=0, was nur möglich 
ist, wenn 

dx 
ist Das eine Stabende sei im üi*sprung des Koordi- 
natensystems, für das andere ist also x = l, unter 1 die 

Länge des Stabs verstanden. Dann muß für x = und 

'\ fc 

X = 1 , ^ = sein. Daraus folgt A = und 

ex 

sin — = , 
a 

oder 

= KJt , 

a 
\ukI da Ä = 2 jr n , so 

ka 

" = ¥1- 
Das ist die Schwingungszahl des Tons, welchen der 
Stab gibt. Da k jede beliebige ganze Zahl sein kann, 

so sind unendlich viele Töne möglich. —r- ist die 

a 1 

10* 
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Schwingungszahl des Grundtons. Es ist also derselbe 
wie bei der schwingenden Saite. Außer ihm haben 
wir eine unendliche Eeihe harmonischer Ober- 
töne. 

Für die Schwingung selbst haben wir 

f = B cos sin Ä t . 

a 

„_ kjra _ ÄX k^rx ,,.. , ^ . , 

Wegen oc = — - — ist = — - — . Für k = 1 wird 

1 a 1 

OCX. 1 

cos = 0, wenn wir x = — setzen. Das heißt: für 

a u 

den Grundton hat der Stab in deiner Mitte einen 
Knoten, beim ersten Oberton im ersten und dritten 
Viertel seiner Länge usw. 

Aus der bekannten Schwingungszahl eines 
Stabs können wir umgekehrt seinen Elastizitäts- 
koeffizienten berechnen. 

§ 88. Töne eines an einem Ende befestigten Stabs. 

Ist der Stab an seinem Anfangspunkt fest, so muß 
für X = auch f = sein, woraus für die Lösimg 

f = A sm + B cos sin a t 

\ a a / 

B = folgt. Es ist demnach 

— — = - - A cos sin ^ t , 

ox a a 

was für X = 1 ebenfalls Null werden muß. Das läuft 

darauf hinaus, cos — = zu setzen, was 
~ a 
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zur Folge hat, imter k wieder eine beliebige ganze Zahl 
verstanden. Es muß demnach 

a = 27rn = (2k+l) — 

sein. Dies ergibt für die Schwingungszahl des Grundtons 

a 

Ein solcher Stab gibt also die tiefere Oktav 

eines gleichartigen, an beiden Enden freien 

Stabs. Der nächste Oberton hat die Schwingungszahl 

3 a 5 a 

n = ~r^ , der zweitnächste - - usf. Es entfallen also 
41 41 

alle ungeradzahligen harmonischen Obertöne. 

§ 89. Offene Pfeifen. 
Wir fanden für die Fortpflanzung einer Planwelle 
in der Luft die Gleichung (§69) 

Ö2a „ c)^o 



2_ 



öt2 -^ a 



x-* 



Dieselbe Gleichung bestinamt uns die Bewegung der 
Luft in Pfeifen, da diese ja auch in nichts anderem als 
Longitudinalwellen parallel zur Pfeifenachse besteht. 
Wir haben daher wieder die bekannte Lösung 

a = A sm h B cos — sm öc t . 

\ a a / 

Bei einer offenen Pfeife steht die innere Luft an 
beiden Enden der Eöhre mit der äußeren in Ver- 
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bindung. An diesen SteUen wird daher keine Dichten- 
änderung stattfinden können. Denken wii* uns also die 
Achse der Pfeife mit der x- Achse eines Koordinaten- 
systems zusammenfallend, wählend sich die eine Öffnung 
im Ursprung x = 0, die andere in der Entfernung 
X = 1 , d. i. die Länge der Rolu-e, befindet. Für diese 
Punkte muß somit a=0 werden. Daraus folgt B = 0, 

femer = k tt , oder (x = 2 7cn = — i — , was f ilr die 

a 1 

Schwingungszahl 

K a 

•^=21 

ergibt. Eine offene Pfeife verhält sich also genau 
so wie ein an beiden Enden freier, longitudinal 
schwingender Stab. 



§ 90. Gedeckte Pfeifen. 

Am gedeckten Ende einer Pfeife können die Luft- 
teilchen keine longitudinalen Bewegungen machen. Es 
muß demnach hier die Geschwindigkeit u = (§ 70) 
sein. Desgl. ist natürlich auch 

^ ^ _ PqX . .^ ^ ^ q 
dt Qq dx 

Als Bedingung für ein gedecktes Pfeifenende erhalten 
wir demnach 

ex 

Dies ist bei unserer Pfeife für x = l der Fall, während 
für x = ö, ö = werden muß. Letztere Bedingung 
ist in der Lösung 
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, . OCX , 

ö = A sm sm oc t 

a 



erfüllt Danach wird 

da ocA (XX . 

-^ — == cos- sinÄt, 

dx SL a 

und es muß nach dem Obigen 

cos =0, also = (2k+l) — 

a a 2 

werden, woraus wir wegen oc = 2 7in 

n = (2k+l)^ 

erhalten. 

Eine solche Pfeife verhält sich demnach ganz so 
wie ein an einem Ende befestigter Stab. Sie 
gibt als Grundton die tiefere Oktav einer gleich langen 
offenen Pfeife, femer nur die geradzahligen harmoni- 
schen Obertöne. 
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ID. lUtguIa, profeffor an ber TEed)n. 
liodi^diule Karlsrul}£. IHit 50 9b> 
bübungen. Hr. 141. 

ITflanienreidt. P«*. (Einteilung bes 
gesamten pflan^enreidis mit ben 
XDiditigtten uiii> i>viüi;i;ui;cn Hrten 
oon Dr. $. Rcinede in Breslau unb 
Dr. U). migula, profeffor an ber 
dedm. f)0(i)f(bule Karlsruhe, mit 
50 itguren. Hr. 122. 

|lflan|cnit>(lt, |lie, ber ißtwafftv 
oon Dr. U). Itligula, ürof. an ber 
TTedm. {)od)fd)ule Karlsruhe, mit 
50 Hbbilbungen. Hr. 158. 

|l^il0r0|il|ie, QBinfattrung in hU. 
Pftjdjologie unÖ Cogif jur (Einfuhr. 
m bie pljilofoplite oon Dr. tt^. 
(Elfenlians. mit 13 5t9 Hr 14. 

Plltit0titap^tt. üon prof. I). Kelter, 
5adjlel)rcr on ber !. f (Brapl}i(d)en 
Celir» unö Derjudisanttalt in tDien. 
mit 4 (Eafeln unb 52 Hbbilb. Hr. 94. 

llitttitit, Q;i|C0retird|e, I. (Eeil : Vfizd^a* 
nif unb flfuftif. Don Dr. (Buftao 
3äger, profeffor an ber Unioerfitöt 
Wim. mit 19 flbbilb. Hr. 76. 

II. tteil: Cid»t unb loarme. Don 

Dr. (Buftao 3äger, profe^or an ber 
Unioerfität IDien. mit 47 abbUb. 
Hr. 77. 

III. (Eeil: (Eleltrisität unb magne. 

tismus. Don Dr. ©uftao 3Äget, 
Prof. an ber Unioerfit&t UHen. mit 
33 flbbilb. Hr. 78. 
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yia^ik. flie, bt» ^ttcnblatttoc« von 

Dr. Raus Stegmantt, Konferüator 

am ©erman. Ilationalmufcum 3U 

nümbcrg. mit 23 üafeln. Hr. 110. 
{toctih, ZIcutrriie. Don Dr. K.Borinsfl, 

Dojenf an öcr Unioerjität TTlündicn. 

nr. 41). 
|l0ramctitict*crei. tEcrtiI»3Ti&uftrie II: 

tDeberd, lüirfcrci, poiamenticrerei, 

Spieen» unö (BaröiitenfabrÜation 

unö Siljfabrifation oon profcjfor 

ntnf (Bürtlcr, Direftor öer KöniqL 

ttedin. Sentral^telle für Qiertil.^nö. 

3U Berlin. Ulit 27 5tg. Itr. 18:», 
|irt}d|Olo(tie wnb ^(»gik 3ur €infüfjr, 

tn öic pijilofopfiic, üon Dr. ?Ilj. 

(Elfcnlians. IHit 13 5ig. Hr. 14. 
|irmi|0|»l)t)rtk. <<3run^t-i^ ber, oon 

Dr. 6. 5. £ipps in £cip3ig. tltit 

3 Figuren, tlr. 98. 
fteditten, ^txnfm'dttnitdim^ non 

Ridiarö 3ujt, ©bcrle^rcr an t>er 

(Dtfentltdien ^anbclsleliranftalt bcr 

Dtesbencr Kaufmannjdiaf t. i. IL ill. 

nr. r.iXK 140. 187. 
ffizd}iMtlfvt, 'JiU^tmtine, von Dr. 

^J). Sternberg in (Tliarlottenburg. 

I : Die inetl}obe. Hr. KJO. 
— TT : Bas Siiltem. Itr. 170. 
flciiciclrvc, £l<utrriic» ö. ^Qns probft, 

(Bi7mnQfianel}rer in Itlündjen. lUit 

einer ttafel. Hr. OK 
fiel tnio II« acMi trifte, 4lnbirrirr, üon 

profefjor Dr. (Ebmu'nb EJarbij in 

Bonn. nr. 83. 

— jielje aud) Bubbfja. 
l^cHgian^mifTenfflfaft ?l*»ri)| htv 

uerslciriienbcn, üon p'rof, Dr. (Efj. 
adielis in Bremen. Xlr. 208. 

i^n rrirrii-Stetttfriie» tf9tfpvadt»bnd} 
mn Dr. €ricfi Berne!er, profeffor an 
öer Unioerjität präg. Hr. r>b. 

flurrirritc* fcfcbttd» mit (Bloffar oon 
Dr. (Eri(f| Bernefcr, profetjor an ber 
Umoeriität Prag. Hr. 07. 

— fiet)e audj: ©rammatif. 
§itd|*. iÖon#, u. 4l0t|ittiit ^irdfurt, 

nebjt einem Bn^ang: Brant unb 
t)Uttcn. flusgctt)ät)lt unb erläutert 
von Prof. Dr. 3uUus Saljr. Hr. '24. 



in bcr «iierttteit. (Erfte (£infüf}rung 
in bie tierifdjc Sdjmarotiertunbe 
o. Dr 5ran3 d. CDagner, a. o. Prbf. 

a. b. Unioerf. ©ie^en. IITit 67 flb* 
bilbungen. Hr. 15 1. 

§Antlpvatti», inet[)obi( ber Dolts» 
Jdjulc oon Dr. R. Seifert, Sdiulblr. 
tn ^Isni§ 1 1>. Hr. 50. 

§htt|^liriu« &impilfifftmu9 Don 
tjans 3cifob Cffriftoffcl o. (Brimmeük 
tiaujen. 3n Husn>at}I ^erausgegeb. 
Don Prof. Dr. $. Bobertag, Dojent 
an ber Unioerfität Breslau. Hr. 1^38. 

§0ri0loQir oon prof. Dr. t[t}omas 
adjelis in Bremen. Hr, 101. 

$tit%cnfitltrikatii>n. ^ertil»3nbuftrle 
II: n)cberei, HUrferei, pofamcn» 
tiererei, Spieen- unb (Earbinen« 
fabrifatlon unb 5il3fabri!ation oon 
profejfor ITloj (Bürtler, Direftor ber 
KÖnigl. n:ed}nifcf|en 3cntralf teile fftr 
IEeftiU3nbu[tric 3u Berlin. Irtit 27 
Figuren. Hr. 185. 

$)mid)bcnhinäl.cr, ^difd^tt mit 
©rammatif, Uberfc^ung unb (Er* 
läuterungen o. Dr. fjerm. 3an^en 
in Breslau. Hr. 79. 

$t*fad)ttiirr<nrd|aft Ifttb^eertitÄ- 
nirdi«, üon Dr. R. Htcrinqer, Prof. 
an ber Uniuerfität 6ra3 lUit einer 
tEafcI. Hr. 59. 

— |lömauird|c,DonDr.flöoIf 3auner, 
t f. RcaI|d}ulprof. in HJicn. Hr. 128. 

^fkmme^Uunbc, ^rutrdtc oon 
Dr. Rubolf ITTudi, priüatbo3ent an 

b. Unioerfität U)ien, IRit 2 Karten 
unb 2 (Eafeln. Hr. 12«. 

$iatilt, I. ^cil: Die <BrunbIc!iren 
ber Statif ftarrer Körper Don U). 
tiauber, btplom. 3"genicur. IRlt 
82 5tg. Hr. 178. 

li. TEeil: Hngctoanbte Statlt 

mit 61 5iguren. Hr. 179. 

^Un^^vapkfte, Cctirbud) ber Ocrein* 
farfjten Üeutfdien Stenograplile 
(€inigungsftjftcm Stol3e - S(i|reij) 
nebft Srfilüffel, £cfe|tü(fcn unb einem 
flnl)üng oon Dr. flmfel, (Dbcr« 
lel^rer bes Kabeitenljaujes in 
©ranienjtein. Hr. bO. 
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$tere0<l|ttttie oon Dr. <E. IDeöeHnö, 
Priootöi^ent an 6er Unioerfität 
tfibingen. tItU 34 HbbUÖ. Itr.JOl. 

pitvtümtMt oon Dr. R. (Blafer in 
Stuttgart. Wlit 44 5igurcn. Hr. 97. 

$ülltttn^e oon Karl Otto Qartmann, 
(Betoerbefdiuloorftanö in Ca^r. Iltil 
7 DoIIbilbem und 195 de^'^IIU' 
ftrotionen. Hr. 80. 

Ci:(il|ttol0ai(, %U^tmtiut d}tmit^t, 
oon Dr. 6uft. Hauter in C^ar» 
lottenburg. Hr. 113. 

9[tevf^ttßß0fft, ^ic, mit befonöcrcr 
Berfi(f(i(^tigung 6er fqntt^etifdien 
Htettiooen oon Dr. fjans BuAcrer, 
Prioatöojent an ber Kgl. aed^n. 
l)0(^f(^ulc D.esben. Hr. 214. 

ßtitfpfnpkit^ 9i« titkMfäft^ oon 
Dr. Cubioig Rellftab. Httt 19 $\q. 
Hr. 172. 

CUtytU-fnbit^c II: Q)eberei, HMr« 
lerei, pofamentiererei, Spieen» unb 
(Barbinenfabrilation unb 5ll3fabrl* 
fation oon Prof. Tita; (Gürtler, IHr. 
ber Kdniattd)en (Tedin. SentralfteHe 
für TEe|rtil.3nbuUrie 3U Berlin, mit 
27 5ig. Hr. 1«5. 

E- 111: roäfdjerei, Bleicherei, 5ärberel 
unb i^re Ifilfsftoffc oon Dr.HMlt) 
ntaffot, Ce^rer an ber preug. ^öt). 
5ad»fdiule für tEeirtttinbuftrie in 
Kref elb. Htit 28 5ig. Hr. 186. 

CirrbioUiiie I: (Entfte^ung unb 
H)eiterbubung ber aienoeTt Be< 
Stellungen 3ur organifi^en Hatur 
oon üi.t^einrid) Simrot^, profeffor 
an ber Unioerfltät Ceipjig. Httt 
33 Hbbilbungen. Hr. 131. 

— II: Bedienungen ber (Eiere jur or» 

§anifd)en Hatur oon Dr. t)einri^ 
imrot^, Prof. an ber Unioerfltät 

Cetpsig. Htlt 35 abbllb. Hr. 182. 
CHierge^emtibie, oon Dr. Hmolb 

3acobt, profeffor ber Zoologie an 

ber Kgl. 5orfta!abemie 3u (tbaranbt 

mit 2 Karten. Hr. 218. 
CHUrlmttbe o. Dr. 5ran3 o. Q)agner, 

Profefjor an ber Unioerfltät «lefeen. 

mit 7S Rbbilbungen. Hr. 60. 



vifdft^ oon Dr. iBer^. Qeffenberg, 
prtoatbos. an ber tLedm. ßocbfcbule 
in Berlin, mit 70 5iguren. Hr. 99. 

|ltttcvrid|t#itf efen» $ia» öffeittliilie. 
9fnitdii^hb0 i. b. ^B^tnwm 
oon Dr. Paul Stö^ner, i&qmnafial« 
Oberlehrer in 3u)l(fou. Hr. 130. 

|lir«er<l|iittU htv mtnfd}lttH o. Dr. 
morl% ßoemes, Prof. on ber Unlo. 
H)len. mit 48 HbbUb. Hr. 42. 

S^erfld|enm0#miKtl9etttattlt oon Dr. 
Hlfreb totwxi, Prof. an ber Unio. 
5reiburg i B. Hr. 180. 

piiikttknnbt oon Dr. midiael t^aber* 
lonbt, prloatbi^ent an ber Untoerf. 
HHen. mit 56 Hbbllb. Hr. 73. 

Püik^ith^ lld^ ^tntf^t, aus* 
geoät)It unb erläutert oon Profeffor 
Dr. 3uLSanr. Hr. 25. 

ppik^witifäft^ii^ieHv» o. Dr. (Carl 
30^8. 5uct)s, profeffor an ber Uni« 
oerfität 5telburg i. B. Hr. 133. 

P0lk*wivtfd}tiii»p0Uük oon (Be^. 
Regierungsrat D r. R. oan ber BorgI)t, 
oortr. Rat im Reii^samt be% 3nnem 
in Berlin. Hr. 177. 

UHaltliarUieb« 9a^« im Dersmage 
ber Urf Arift überieftt unb erläutert 
oon Prof. Dr. Q. flitbof, Oberlehrer 
a. Realgijmnaflumitbelmar. Hr. 46. 

UHalt^ev V0n htv |ioQeln>«ibe mit 
HusuKt^I aus minnefang u. Sprui^« 
bid)tung. mit Hnmerningen unb 
einem cDdrterbui^ oon Otto (büntter, 
Prof. a b. OberreaIfd)ule unb a. b. 
(Cei^n. Qoc^fi^. in Stuttgart. Hr. 23. 

nOarenltttnibe, oon Dr. Karl Qaffacf, 
profeffor an ber IDlener fjanbels* 
afabemle. 1. (Teil : UnorganifAe 
TOaren. mit40flbbabungen.Hr.222. 

ÜHäritt«. trt)eoretlfd)e pi)t)flt n. (Cell: 
Cic^t unb IPärme. Pon Dr. (Buftao 
3äger, profeffor an ber Unioerfltät 
UWen. mit 47 flbbllb. Hr. 77. 

ÜHariitcrH. (teirtllOnbuftrie III: 
IPöfcberel, BIeld)erel, 5ärberei unb 
i^re ^ilfsftoffe oon ür. mu^.maffot, 
Cebrer an ber preuft. bdb. 5acbfd)ule 
für (Eej^Ilnbuftrle in Krefelb. mit 
28 5ig. Rr. 186. 
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fßtbtvti. tEe^I.3n6uftr{en:tDe« 
berei, IDirterei, pofamentiererei, 
Spi^etu un6 (BaröinenfabritaHon 
und Sihfabrilation von Drofeffor 
mal (Burtier, Dtreftor öer Kontgl. 
TTedin. Sentralftelle für (EerttlOn* 
buftrie 3U Berlin, mit 27 Stgureit. 
Itc. 185. 

DKteiiyrellittnbe oon Dr. (Beorg 5unl 
in ntanntietm. mit oielen 5ormu* 
Utren. Hr. 103. 

fStffvkttH. treftiWnbuftrie H: VOt* 
berei, IDirferei, pofamentiererei, 
Spieen« unb 6ar5inenfabriIation 
unb 5i(3fabrifation oon profeffor 
tdai (Bürtler, Dtreftor ber Kontat 
(Ce^nifdien 3entralftene favdertil' 
3nbuftrie 3U Berlin, mit 27 5i9- 
nr. 185. 



©Holfrttttt »oit («Brdrtttbadr. fjatt* 

mann d. flu«, IDoIfram o. (Etdjen* 
ha6:t unb (Bottfrieb Don Strafebura. 
Hustt)aI)I aus öem f)öf. (Epos mit 
flnmertungcn u. tDÖrterbudi 0. Dr. 
K. TTlaroIb, prof a. Kgl. ^riebriAs» 
foUeg. 3. Königsberg t pr. Hr. 22; 

|0tIöt*tcrbttrif, nadj öer neuen bcutfA. 
Red}t|direibung von Dr. ^cinrlq 
Klcnj. nr.200. 

— ^letitrdre«, D. Dr. 5crb. Detter, 
Prof. an b.Uniocrfität Prag. Hr. 64. 

^tirttcnrdftttc t>on prof. K. Kimmlc^ 
in Ulm. mit 17 TEafeln in tton», 
5orbcn* unb ©olbbrud u. 135 üoll« 
unb ü;cjtbilöcrn. Hr. 39. 

ieidtneut if^tanufvifdit^, oon ß. 
Bed er, flrdjttett unb Ccljrcr an 0. 
Baugcroertfcfiule in magöeburg, 
neu bearb. t). prof. 3. Donberlinn, 
biplom. unb ftaatl. gepr. 3ngenieur 
in Breslau, mit 290 5lg. unb 23 
ITafeln im tEeft. Hr. 58. 



Gösehens Kaufmännisehe Bibliothek 

Sammlung praktischer kaufmännischer Handbücher, die nach ihrer 

ganzen Anlage berufen sein sollen, sowohl im kaufmännischen 
Unterricht als in der Praxis wertvolle Dienste zu leisten. 

Bd.l: Deutsolie Handelskorrespondenc von Robert Stern, 
Oberlehrer an der öffentlichen Handelslehranstalt und Dozent 
an der Handelshochschule zu Leipzig. Geb. M. 1.80. 

Bd. 2: Deutsoli-FpansOslflolie Handelskoppespon- 
dens von Prof. Th. de Beaux, Oberlehrer an der öffentlichen 
Handelslehranstalt und Lektor an der Handelshochschule zu 
Leipzig. Geb. M. 3.—. 

Bd. 3: Deutsoli-Bngllsolie Handelskorrespondenii 
von John Montgomery, Director, and Hon Secy, City of Liverpool 
School of Commerce, University College in Liverpool. Geb.M.3.— . 

Bd. 4: Deutsoli-Italleiilsolie Handelskorrespondenc 
von Professor Alberto de Beaux, Oberlehrer am Königl. Institut 
S. S. Annunziata in Florenz. Geb. M. 3.—. 

Bd. 5: Deutsoli - Poptugleslsohe Handelskoppe- 
spondenz von Carlos Helbllng, Professor am Nationalkolleg 
und am polytechn. Liceum in Lissabon. Geb. M. 3.—. 
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Q ammlung Q chubert. 

Sammlung mathematischer Lehrbücher, 

die, auf wissenschaftlicher Grundlage beruhend, den Be- 
dürfnissen des Praktikers Rechnung tragen und zugleich 
durch eine leicht faßliche Darstellung des Stoffs auch für 
den Nichtfachmann verständlich sind. 

G, J, Göschen'sche Verlagshandlung in Leipzig, 

Verzeichnis der bis jetzt erschienenen Bände: 

12 



1 Elementare Arithmetik und Algebra 
von Prof. Dr. Hermann Schubert 
in Hamburg. M.2m 

2 Elementare Planimetrie von Prof. 
W. Pflieger in Münster i. E. 
M.4.80. 

3 Ebene und sphärische Trigono- 
metrie von Dr. F. Bohnert in 
Hamburg. M. 2.—. 

4 Elementare Stereometrie von Dr. 
F. Bohnert in Hamburg. M. 2.40. 

5 Niedere Analysls 1. Teil: Kombina* 
torik,Wahrscnelnllchkeitsrechnung, 
Kettenbrüche und diophantlsche 
Gleichungen von Professor Dr. 
Hermann Schubert in Hamburg. 
M. 3.60. 

6 Algebra mit Einschluß der elemen- 
taren Zablentheorie von Dr. Otto 
Fund in Altona. M. 4.40. 

7 Ebene Geometrie der Lage von 
Prof. Dr. Rud. Böger in Ham- 
burg. M. 5.—. 

8 Analytische Geometrie der Ebene 
von Professor Dr. Max Simon 
in Straßburg. M. 6.—. 

9 Analytische Geometrie des Raumes 
I. Teil: Gerade, Ebene, Kugel von 
Professor Dr. Max Simon in 
Straßburg. M.4.— . 

10 Differentialrechnung von Prof. 
Dr. Frz. Meyer in Königsberg. 
M. 9.—. 



Elemente der darstellenden Geo- 
metrie von Dr. John Schröder in 
Hamburg. M. 5.—. 

13 Differentialgleichungen von Prof. 
Dr. L. Schlesinger in Klausen- 
burg. 2. Auflage. M. 8.—. 

14 Praxis der Gleichungen von Pro- 
fessor C. Runge in Hannover. 
M. 5.20. 

19 Wahrschelnllchkelts- und Aus- 
gleichungs-Rechnung von Dr. Nor- 
bert Herz in Wien. M. 8.—. 

20 Versicherungsmathematik von Dr. 
W. Qrossmann in Wien. M. 5.—. 

25 Analytische Geometrie des Raumes 
11. Teil: Die Flächen zweiten 
Grades von Professor Dr. Max 
Simon in Straßburg. M. 4.40. 

27 Geometrische Transformationen 
1. Teil: Die projektiven Trans- 
formationen nebst Ihren An- 
wendungen von Professor Dr. 
Karl Doehlemann in München. 
M. 10.—. 

29 Allgemeine Theorie der Raum- 
kurven und Flächen I. Teil von 
Professor Dr. Victor Kommereil 
in Reutlingen und Professor Dr. 
Karl Kommereil in Heilbronn. 
M. 4.80. 

31 Theorie der algebraischen Funk- 
tionen und Ihrer Inteqrale von 
Oberlehrer E. Landfriedt in 
Straßburg. M.8.50. 
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Elemente der Stereometrie 



von 



Prof. Dr. Gustav HolzmüUer. 



Band I: Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 
282 Figuren. Preis brosch. Mk. 6.— , geb. 
Mk. 6.60. 

„ II : Die Berechnung einfach gestalteter Körper. 
Mit 156 Figuren. Preis brosch. Mk. 10.—, 
geb. Mk. 10.80. 

„ III: Die Untersuchung u. Konstruktion schwie- 
rigerer Raumgebilde. Mit 126 Figuren. 
Preis brosch. Mk. 9.—, geb. Mk. 9.80. 
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